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مدرس تربیت دانشگاه دانشجویان (رساله)هاي پایان�نامه چاپ نامه آیین

مبین مدرس، تربیت دانشΎاه دانشجویان ͳتحصیل (رساله)�های پایان�نامه انتشار و چاپ این΋ه به نظر
دانشΎاه، حقوق رعایت و ͳگاه آ منظور به بنابراین است، دانشΎاه ͳپژوهش-ͳعلم فعالیت�های از ͳبخش

م�ͳشوند: متعهد ذیل موارد رعایت به نسبت دانشΎاه این دانش�آموختΎان
نشر «دفتر به ͳكتب طور به قبلا̈ را مراتب خود، (رساله�)ی پايان�نامه چاپ به اقدام صورت در :١ ماده

دهد. اطلاع دانشΎاه «�ͳآثارعلم
كند: چاپ را ذيل عبارت شناسنامه�) برگ از (پس كتاب سوم صفحه در :٢ ماده

سال� در كه است� محض ͳریاض رشته در نΎارنده ارشد ͳكارشناس پايان�نامه حاصل حاضر، «كتاب
باقری سیدمحمد دكتر �آقای جناب ͳراهنماي به مدرس تربيت دانشΎاه ͳریاض علوم دانش΋ده� در ١٣٩٣

است�.» شده دفاع آن از ͳعل قریه ͳگلشن محمد دکتر آقای جناب مشاوره و
هر (در كتاب شمارگان درصد يك تعداد دانشΎاه�، انتشارات هزينه�های از ͳبخش جبران منظور به :٣ ماده
مركز نف΄ به را خود نياز مازاد م�ͳتواند دانشΎاه كند. اهدا دانشΎاه «�ͳآثارعلم نشر «دفتر به را نوبت�چاپ�)

دهد. قرار فروش درمعرض نشر
دانشΎاه به خسارت عنوان به را شده چاپ شمارگان بهای %۵٠ ،٣ ماده رعايت عدم صورت در :۴ ماده

كند. تأديه تربيت�مدرس�،
م�ͳتواند دانشΎاه خسارت�، بهاي پرداخت از خودداری صورت در م�ͳكند قبول و تعهد دانشجو :۵ ماده
به�منظور م�ͳدهد حق دانشΎاه به به�علاوه كند؛ وصول و مطالبه Ͷقضاي مراج΄ طريق از را مذكور خسارت
عرضه كتاب�های توقيف محل از را ۴ ماده در مذكور وجه معادل دادگاه�، طريق از خود، حقوق استيفای

نمايد. تأمين فروش�، براي �نΎارنده شده
و فوق تعهد ارشد ͳکارشناس مقط΄� ریاضͳمحض رشته� دانشجوی بیΎلو ͳعل زهرا اينجانب� :۶ ماده

م�ͳشوم. ملتزم آن به كرده�، قبول آن�را ͳاجراي ضمانت

بیΎلو ͳعل زهرا :ͳخانوادگ نام و نام
٩۶/١١/١۵ امضا: و ΁تاری



مدرس تربیت دانشگاه علمی پزوهشهاي نتایج مورد در معنوي و مادي مالکیت حق نامه آیین

ͳعلم ͳوفاي΋ش لازمه كه انسان�ها كرامت عدالتو تحقق راستای در دانشΎاه فناوری و ͳپژوهش سياست�های به عنایت با مقدمه:
دانش�آموختΎان دانشجويان، ،ͳعلم هيأت اعضاي است لازم پژوهشΎران، و دانشΎاه معنوی و مادی حقوق رعايت و است Ͷفن و
ͳΎهماهن با ͳتحقيقات طرح�های و رساله پايان�نامه�، عناوين تحت كه ͳعلم پژوهش�های نتاي; مورد در طرح، هم΋اران ديΎر و

نمايند: رعايت را زير موارد است، شده انجام دانشΎاه
آورندگان پديد معنوی حقوق ͳول م�ͳباشد دانشΎاه به متعلق آنها از حاصل درآمدهای و رساله نامه/ پايان ت΋ثير و نشر حق :١ ماده

بود. خواهد محفوظ
�بايد ͳعلم مجام΄ در ارائه يا و Ͷعلم نشريات در چاپ صورت به رساله پايان�نامه/ از مستخرج مقالات يا مقاله انتشار :٢ ماده
Ͷول باشد. مقاله م΋اتبات مسئول دانشجو يا و مشاور راهنما، اساتيد از Ͷ΋ي ،ͳاصل راهنمای استاد تاييد با و بوده دانشΎاه نام به

م�Ͷباشد. دانشجو و راهنما اساتيد عهده به رساله و پايان�نامه از مستخرج مقاله ͳعلم مسئوليت
منتشر نيز رساله پايان�نامه/ از حاصل نتاي; و جديد اطلاعات از ͳتركيب بصورت ͳΎدانش�آموخت از پس كه ͳمقالات در تبصره:

شود. درج دانشΎاه نام بايد نيز م�ͳشود
پايان�نامه/ نتاي; از (حاصل نمايشنامه و ͳنقاش ع΋س، فيلم، مانند هنری (اثری ويژه آثار يا و افزار نرم ، كتاب انتشار :٣ ماده
و علم پارك پژوهش΋ده�ها، ،ͳتحقيقات مراكز دانش΋ده�ها، از اعم دانشΎاه واحدهای كليه ͳتحقيقات طرحهای ͳتمام و رساله

شود. انجام مصوب آئين�نامه�های براساس و دانشΎاه ͳپژوهش معاونت از صادره ͳكتب مجوز با بايد واحدها ديΎر و فناوری
مستخرج نتاي; حاصل كه ͳبين�الملل و منطقه�ای ،ͳمل جشنواره�هاي در يافته�ها ارائه يا و ͳفن دانش تدوين و اختراع ثبت :۴ ماده
معاونت طريق از طرح مجری يا راهنما استاد ͳΎهماهن با بايد م�ͳباشد، دانشΎاه ͳتحقيقات طرح�های Ͷتمام و رساله پايان�نامه/ از

گيرد. انجام دانشΎاه ͳپژوهش
رئيسه هيأت در ٨٧/۴/٢٣ ΁تاري در و ͳپژوهش شورای در ٨٧/۴/١ ΁تاري در تبصره يك و ماده ۵ در آيين�نامه اين :۵ ماده
دانشΎاه شورای در تصويب ΁تاري از و رسيده تصويب به دانشΎاه شورای ٨٧/٧/١۵ مورخ جلسه در و رسيد تاييد به دانشΎاه

است. �الاجرا لازم

دانش΋ده ارشد ͳکارشناس مقط΄ ٩۴ ͳتحصیل سال ورودی ریاضͳمحض رشته دانشجوی بیΎلو ͳعل زهرا «اینجانب
ͳعلم پژوهش�های نتای; مورد در معنوی و مادی مال΋یت حق نامه آئین در مندرج ن΋ات کلیه م�ͳشوم متعهد ͳریاض علوم
از تخلف صورت در نمایم. رعایت خود ͳتحصیل نامه پایان از مستخرج ͳعلم یافته�های انتشار در را مدرس تربیت دانشΎاه
و بنده بنام اختراع امتیاز لغو به نسبت اینجانب طرف از که م�ͳدهم ͳنمایندگ و وکالت دانشΎاه به الاشعار فوق نامه آئین مفاد
برآورد براساس حاصله زیان و ضرر فوری جبران به نسبت ضمناً نماید. اقدام دانشΎاه نام به آن تغییر و دیΎر امتیاز گونه هر یا

نمودم.» سلب خود از را اعتراض گونه هر حق بدینوسیله و نمود خواهم اقدام دانشΎاه

بیΎلو ͳعل زهرا امضا:
٩۶/١١/١۵ :΁تاری



ریاضی علوم دانشکده
(محض) ریاضی ارشد کارشناسی دوره پایان�نامه

وات انΎاره درباره

دانشجو:
بیΎلو ͳعل زهرا

راهنما: استاد
باقری سیدمحمد دکتر

مشاور: استاد
ͳگلشن محمد دکتر

١٣٩۶
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චاری ণپاس໋�

این مشاوره و ͳراهنمای مسوولیت که باقری، محمد سید دکتر آقای جناب گرانقدر، استاد از بی΋ران سپاس
ن΋ردند. دری΅ آن ͳکیف رشد برای ͳکوشش Ϳهی از و پذیرفتند را نامه پایان

بر را منطق جهان از دیΎری ی دریچه که ͳگلشن محمد دکتر آقای جناب از سپاسΎزارم نهایت ͳب و
گمان ͳب کردند. صرف من آموختن برای را خود گرانبهای وقت ،ͳیبای΋ش و دقت نهایت در و گشودند من
برایم را ͳپرسش Ϳهی که ازیرا بود. ͳنیافتن دست برایم پژوهش این انجام ایشان، ͳراهنمای و ͳهمراه بدون

آموختند. مرا دری΅ ͳب و نΎذاشتند ΁پاس ͳب

بهتر درک و آموختن بیشتر برای را ام انΎیزه ،ͳطریق به Έی هر که فرزندم، یΎانه و همسر از سپاس با و
افزودند. ،ͳزندگ



چ΋یده

وات انΎاره برای ای پادگواهه اگر که است آن از ͳحاک که کنیم ͳم ΀تشری را ͳ΋تئوری مدل ͳبرهان
(یورت). است ماکسیمال ℵ۱ کاردینال از آن مدل هر که دارد وجود هم ای پادگواهه آنΎاه باشد داشته وجود
برای همچنین شود. ͳم ͳبررس کند، ͳم توصیف را ℵ۱ که ای جمله برای یورت مثال پژوهش، این در
این از ͳهای مدل آنΎاه باشد، داشته وجود وات انΎاره برای ای پادگواهه اگر این΋ه بر ͳمبن هرینΎتون، قضیه
مسیر سه واق΄ در است. شده آورده دارد، وجود ℵ۲ از کمتر بزرگ دلخواه قدر به اس΋ات رتبه با پادگواهه
نادرست برهان و تحلیل دیΎر دو و متدولوژی نخست گردد: ͳم مشخص وات انΎاره حل برای نادرست

وات. انΎاره حل به ͳیاب دست برای هرینΎتون و یورت نتای; تلفیق از برگرفته

کلیدی: واژه�های

درخت ها، پارک مستقیم حد پراکنده، جمله وات، انΎاره پادگواهه وات، انΎاره وات، مطلق انΎاره
و ها مجموعه مستقیم سیستم فرایسه، ساختار اس΋ات، رتبه ،ͳمورل یافته گسترش درخت ،ͳمورل Έژنری
مطلق. ناپذیرهای واشناخت یورت، مثال اس΋ات، ͳریخت΋ی قضیه هرینΎتون، قضیه ،Ίفورسین ها، پارک



فهرست

١ پبش�گفتار

٢ پیش�نیازها ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها مجموعه نظریه اولیه مفاهیم ١-١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳترامتناه های زبان ١-٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بئر فضای و توپولوژی ١-٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها درخت ۴-١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋مستوس ͳفروپاش ۵-١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ίفورسین ۶-١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ίفورسین از ͳهای مثال ١-٧
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها کاردینال پذیری تعریف ١-٨
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتاریخ گذری ١-٩

١۶ وات مطلق انΎاره و فرایسه ساختار ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چیست؟ وات انΎاره ٢-١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرایسه ساختار ٢-٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وات انΎاره در پذیرا جملات کاربرد ٢-٣

٢٨ ℵ۲؟ یا ℵ۱ ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها f-مستقل ٣-١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یورت مثال ٣-٢

٣٣ هرینΎتون قضیه برای دیΎر ͳبرهان ۴
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناشمارا اس΋ات رتبه ١-۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمورل درخت ٢-۴
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته گسترش و Έژنری ͳمورل درخت ٣-۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها مدل و ها تئوری ها، پارک مستقیم حد ۴-۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش دو ۵-۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتاریخ گذری ۶-۴

۵٣ بازبردها

۵۵ ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

۵٩ ͳفارس به ͳلیسΎان واژه�نامه

آ�



پیش�گفتار

شاید کرد، بیان را خود مشهور انΎاره ١٩۶١ سال در ͳای΋آمری ریاضیدان وات، لاوسون رابرت که ͳامΎهن
گفت. ͳم سخن آن از ͳآلمان هیلبرت دیوید که باشد ͳطلای تخم مرغ همان انΎاره این که نداشت گمان

تئوری Έی نای΋ریخت شمارای های مدل تعداد برای ͳمورل و وات های تلاش حاصل که انΎاره این
دستاوردهای به منجر که یافت خود برای ͳجالب تعمیم هم ͳترامتناه های زبان در بعدها بود، اول مرتبه
هستند. طلا های تخم همان از ͳهای نمونه ... و هرینΎتون یورت، نایت، کارهای شد. زمینه این در بسیاری
نتیجه و آمده، دست به نتای; گذاشتن هم کنار برای هم ͳهای ͳسردرگم مساله، این حل مسیر در البته و
است. رفته بیراهه به بسیار هم ͳگاه و است داشته وجود همواره آن، برای ای پادگواهه ساختن و گیری
سه عنوان با ای مقاله در اند گرفته تصمیم ͳ΋وس΋لاس و کوروین فریدمن، بالدوین، سبب، همین به شاید

بدهند. روند این به ͳسامان و سر وات انΎاره برای قرمز ͳماه شاه
،ͳمنطق سفسطه Έی شبیه چیزی که رود ͳم کار به ͳوقت اصطلاح در قرمز، ͳماه شاه که است ͳگفتن
اشتباه مسیر سه هم مقاله این در چنان΋ه گردد. ͳم رهنمون نادرست ͳفرجام سوی به را شنونده یا خواننده
که شود ͳم ارائه هرینΎتون قضیه از جدیدی برهان همچنین است. شده مطرح وات، انΎاره حل برای

باشد. ͳم ها، مجموعه نظریه نیز و ها مدل نظریه از ͳنتایج از برگرفته
مباحث از تنیده درهم فرایندی در این΋ه دلیل به ͳول بوده مطالعه ͳاصل محور پژوهش این در مقاله این
مناب΄ در فراوان ͳبررس و مطالعه از گریزی است، گرفته صورت ها مجموعه نظریه و ها مدل نظریه گوناگون

شد. ͳطولان ͳکم شاید نیازها، پیش بخش سبب همین به و نبود دیΎر،
کار به و شود واق΄ مفید ،ͳتحصیل ͳمدرک دریافت از فراتر پژوهش، این که دارم آن امید روی، هر به

آید.

١



١ فصل

پیش�نیازها



ها مجموعه نظریه اولیه مفاهیم ١-١

B ⊆ A ͳناته زیرمجموعه هر اگر گوییم بنیان Aخوش مجموعه روی Rرا ͳدوتای رابطه تعریف١-١-١.

که نباشد چنین b ∈ B هر برای که طوری به است c همچون عضوی که باشد، داشته کمینه عضو Έی

.bRc

باشد. بنیان خوش اگر است ترتیب خوش W مجموعه Έی روی < ͳخط رابطه Έی تعریف١-١-٢.

. x ∈ z ، x ∈ y هر و y ∈ z هر برای اگر گوییم ͳترایای را z مجموعه تعریف١-١-٣.

باشد. ∈ با ترتیب خوش و ͳترایای اگر است اردینال Έی α مجموعه تعریف١-١-۴.

است. اردینال Έی ∅ .١ ([١١]) .۵-١-١ گزاره

اردینال را آن که است α∪{α} همان α از بزرگتر اردینال کمترین آنΎاه باشد، اردینال Έی α اگر .٢

گوییم. α + ۱

است. اردینال Έی هم
∪
i∈I αi آنΎاه باشد، ها اردینال از ای گردایه {αi | i ∈ I} اگر .٣

از: عبارتند بالا به پایین از ها اردینال واق΄ در

۰ = ∅ •

۱ = {∅} •

۲ = {∅, {∅}} •

۳ = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} •

....... •

ω = {۰,۱,۲,۳, .....} •

ω + ۱ = {۰,۱,۲,۳, ...., ω} •

به است. ترتیب خوش ∈ با کلاس این واق΄ در که Ord نویسیم ͳم ها اردینال کلاس دادن نشان برای

داریم: را زیر جالب بسیار گزاره دیΎر عبارت

٣



ی΋تاست. اردینال Έی با ی΋ریخت ͳترتیب خوش هر ([١١]) .۶-١-١ گزاره

باشد. اردینال Έی α کنید فرض تعریف١-١-٧.

. β اردینال Έی برای α = β + ۱ اگر است ͳتال اردینال α •

باشد داشته وجود ⟨αi | i < λ⟩ های اردینال از ͳنامتناه ͳافزایش دنباله اگر است حدی اردینال α •

. α =
∪
i<λ αi که

به α از کمتر اردینال Έی از ͳپوشای نΎاشت Ϳهی اگر است کاردینال Έی α اردینال تعریف١-١-٨.

باشد. نداشته وجود α روی

. ۲κ > κ داریم: κ کاردینال هر برای [٢٢] (کانتور) .١-١-٩ قضیه

کاردینال کمترین که دارد خود از بزرگتر کاردینال Έی κ کاردینال هر که بینیم ͳم کانتور قضیه بنابر

این است. کاردینال Έی هم ها کاردینال از ای گردایه اجتماع این، بر افزون نامیم. ͳم κ+ را κ از بزرگتر

کنیم: شمارش را ها کاردینال بتوانیم ها، اردینال ب΋ارگیری با که دهد ͳم اجازه ما به مطالب

ℵ۰ = ω •

ℵα+۱ = ℵ+
α •

باشد: حدی اردینال Έی γ اگر و •

ℵγ =
∪
α<γ ℵα

نشان cf(α) با که α ͳپایان هم باشد. حدی اردینال Έی α کنید فرض :(ͳپایان (هم تعریف١-١-١٠.

وجود α از کمتر های اردینال از ⟨αi | i < λ⟩ ͳافزایش دنباله Έی که است λ ≤ α کمترین دهیم ͳم

. supi<λαi = α که باشد داشته

۴



ͳترامتناه های زبان ١-٢

L∞,ω(τ) منطق در ثابت. و ای رابطه ،ͳتابع نمادهای از ای مجموعه ͳیعن باشد، یΈنمادگان τ فرضکنید

و ∃ و ∀ چنداگرها نیز و ¬ و
∧
و
∨
ͳبول هابندهای تساوی، ،τ از ͳنمادهای از استفاده با را ها فرمول

سازیم. ͳم {vα : α ∈ Ord} آزاد متغیرهای

شوند. ͳم تعریف اول مرتبه منطق همچون ͳاتم های فرمول و ها ترم •

است. فرمول هم ¬ϕ آنΎاه باشد، فرمول ϕ اگر •

هستند. فرمول هم
∨
ϕ∈X ϕ و

∧
ϕ∈X ϕ آنΎاه باشد، ها فرمول از مجموعه Έی X اگر •

فرمولند. هم ∃vαϕ و ∀vαϕ آنΎاه باشد، فرمول ϕ اگر •

مرتبه منطق مشابه هم ... و زیرفرمول تئوری، جمله، ،ͳدرست و صدق آزاد، متغیرهای تعاریف همچنین

شود. ͳم بیان اول

{vα : α < κ} متغیرهای از فقط Lκ,ω(τ) منطق در است. ͳنامتناه کاردینال Έی κ کنید فرض

که
∨
ϕ∈X ϕ و

∧
ϕ∈X ϕ به را ͳنامتناه ͳفصل و ͳعطف ترکیبات نیز و کنیم استفاده ها فرمول در توانیم ͳم

کنیم. ͳم محدود | X |< κ

است. اول مرتبه منطق همان Lω,ω بنابراین

، ϕ L∞,ω-جمله هر برای Mاگر ≡∞,ω N گوییم ͳم تعریف١-٢-١.

M |= ϕ⇐⇒ N |= ϕ

شود. ͳم تعریف مشابه بطور Mهم ≡κ,ω N نماد

جالب ن΋ته اما . M ≡∞,ω N که دهد ͳم نتیجه M ∼= N که داد نشان توان ͳم ͳسادگ به همچنین

نیست! برقرار و شود ͳم رد ͳفشردگ قضیه که است این ͳنامتناه های زبان در دیΎر توجه

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را ∼ ϕ سوری نقیض Έی ،ϕ فرمول هر برای تعریف١-٢-٢.

۵



ϕ¬است. همان ∼ ϕ ،ͳاتم ϕ برای •

است. ϕ با برابر ∼ (¬ϕ) •

∼
∨
ϕ∈X ϕ =

∧
ϕ∈X ∼ ϕ نیز و ∼

∧
ϕ∈X ϕ =

∨
ϕ∈X ∼ ϕ •

است. ∃v ∼ ϕ همان ∼ ∀vϕ و ∀v ∼ ϕ با است برابر ∼ ∃vϕ •

ͳنامتناه یΈمجموعه اگر است پارک Έی ها، -فرمول L∞,ω از A مجموعه گوییم ͳم تعریف١-٢-٣.

باشند V درون شوند ͳم واق΄ ϕ در که ͳمتغیرهای همه آنΎاه ϕ ∈ A اگر که باشد داشته وجود متغیرها از V

کند: صدق زیر بستاری های ͳویژگ در A و

شوند؛ ͳم واق΄ A در V از ͳمتغیرهای و τ ثابت نمادهای از متش΋ل ͳاتم های فرمول همه •

ψ ∈ A آنΎاه باشد ϕ از ͳزیرفرمول ψ و ϕ ∈ A اگر •

جایΎذاری آنΎاه باشند. V در متغیرهایش همه که باشد ͳترم هم t و ϕ آزاد متغیر v و ϕ ∈ A اگر •

است؛ A در بازهم ϕ در آزادی متغیر هر بجای t

است؛ بسته ∼ تحت A •

است. بسته v هر برای ∃v و ∀v و ∨,∧,¬ تحت A •

یا ϕ |= ψ ، ψ ∈ L∞,ω هر برای هرگاه است کامل ϕ ∈ L∞,ω ͳشدن برآورده جمله تعریف١-٢-۴.

. ϕ |= ¬ψ

، a۱, ...., an ∈ M و τ-ساختار Έی M اگر باشد. Lω۱,ω از ͳپارک A کنید فرض تعریف١-٢-۵.

کنیم: ͳم تعریف چنین را a A-تایپ آنΎاه

tpM(a,A) = {ϕ(v) ∈ A :M |= ϕ(a)}

شوند، ͳم تصدیق T از ͳمدل در که ͳهای ͳتای-n از ها A-تایپ همه مجموعه را Sn(A, ϕ) همچنین

کنیم. ͳم تعریف

۶



شمارا ، A شمارای های پارک همه برای Sn(A,φ) اگر است پراکنده φ گوییم ͳم .۶-١-٢ تعریف

باشد.

.|Sn(A, ϕ)| = ۲ℵ۰ آنΎاه باشد. ناشمارا Sn(A, ϕ) و شمارا ͳپارک A کنید فرض ([١۶]) .١-٢-٧ لم

ͳم تعریف زیر بصورت و دهیم ͳم نشان qr(ϕ) با را L∞,ω-فرمول هر چنداگر رتبه .١-٢-٨ تعریف

کنیم:

qr(ϕ) = ۰ آنΎاه باشد ͳاتم ϕ اگر •

qr(ϕ) = qr(¬ϕ) •

qr(
∧
ϕ∈X ϕ) = qr(

∨
ϕ∈X ϕ) = supϕ∈Xqr(ϕ) •

qr(∃vϕ) = qr(∀vϕ) = qr(ϕ) + ۱ •

φM ∈ جمله آنΎاه باشد. τ-ساختار Έی M کنیم فرض [١۶] اس΋ات) ͳریخت΋ی) .١-٢-٩ قضیه

N τ-ساختار هر برای که ͳقسم به دارد وجود ،M اس΋ات جمله نام به L∞,ω

N ≡∞,ω M ⇐⇒ N |= φM

. N ∼= M آنΎاه ، N |= φM اگر و φ ∈ Lω۱,ω آنΎاه باشند شمارا N Mو اگر واق΄ در

بئر فضای و توپولوژی ١-٣

X ⊂ Y اگر است. {۰,۱} در X از تواب΄ همه مجموعه ۲X و شماراست مجموعه Έی X کنید فرض

πY X(g) = g ↾X Xداریم: به دامنه تحدید و g ∈ ۲Y فرض با که πY X : ۲Y −→ ۲X کنیم: ͳم تعریف

داشته وجود f۰ ∈ ۲X۰ و ͳمتناه X۰ Έی اگر گوییم، ͳم پایه مجموعه را U ⊂ ۲X زیرمجموعه Έی

که طوری به باشد

.U = {f : πXX۰(f) = f۰}

٧



که است پایه های مجموعه شامل های مجموعه از گردایه کوچ΋ترین ۲X از بورل های زیرمجموعه کلاس

باشد. بسته شمارا اشتراک و شمارا اجتماع گیری، م΋مل تحت

بورل یΈمجموعه نیز و شمارا Y ⊃ X Έی اگر است ͳتحلیل A ⊂ ۲X یΈمجموعه تعریف١-٣-١.

.πY X(B) = A که طوری به باشند داشته وجود B ⊂ ۲Y

دارد. ۲ℵ۰ با برابر ͳتوان ،ͳتحلیل ناشمارای مجموعه Έی ([١٩]) .١-٣-٢ قضیه

درختها ۴-١

است عضو کوچ΋ترین دارای که (T,≤)مرتب مجموعه Έی از عبارتست درخت Έی تعریف١-۴-١.

نامند. ͳم گره را T اعضای است. ترتیب خوش ≤ با {y ∈ T ∈| y < x} مجموعه x ∈ T هر برای و

T ی΋تای عضو کوچ΋ترین ریشه است. y ͳتال Έی x و x مقدم Έی y گوییم y < x و x, y ∈ T اگر

است.

Έی با x های مقدم همه از متش΋ل {y ∈ T | y < x} ترتیب خوش مجموعه ۶-١-١ گزاره طبق

در Tα = {x | h(x) = α} مجموعه است. ی΋ریخت x بلندی به موسوم h(x) مانند ͳتای΋ی ͳاردینال عدد

حدی گره را آن اینصورت غیر در و ͳتال گره را x باشد ͳتال اردینال h (x) اگر است. T تراز امین α واق΄

نامند. ͳم

نامند. ͳم h(T ) یا T درخت بلندی Tα = ∅ آن برای که را α کوچ΋ترین

T در بیشینه (ͳخط مرتب زیرمجموعه ͳیعن) زنجیر Έی از عبارتست T در شاخه Έی تعریف١-۴-٢.

است. T بلندی با مساوی یا کوچ΋تر ͳاردینال همیشه عدد این که دهند ͳم نشان l(b) با را b شاخه طول .

نامند. ͳم پایان هم باشد برابر مربوطه درخت بلندی با آن طول که را ای شاخه

٨



ͳ΋مستوس ͳفروپاش ۵-١

Mمجموعه که باشد (M,∈) بفرم اگر گوییم ͳترایای را مدل Έی ها مجموعه نظریه در تعریف١-۵-١.

است. ͳترایای ای

هستند. ها مجموعه جهان از ͳاساس های ͳویژگ بازتاب واق΄ در ،ͳترایای های مدل

(P,E) مدل تعریف١-۵-٢.

باشد. بنیان خوش E رابطه اگر است بنیان خوش .١

∀x, y ∈ P, x ̸= y ⇒ {z ∈ P | zEx} ̸= {z ∈ P | zEy} اگر است ͳگسترش .٢

ͳترایای یΈمدل ϕ۱, ϕ۲, ...., ϕn نظیر ZFC های بنداشت از (تعداد) هر برای ([٢٢]) .٣-۵-١ قضیه

.M |= ϕ۱, ϕ۲, ...., ϕn که دارد Mوجود شمارای

[١١] (ͳ΋مستوس ͳفروپاش) .۴-۵-١ قضیه

M ͳترایای کلاس Έی آنΎاه باشد، P کلاس Έی روی ͳگسترش رابطه Έی و بنیان خوش E اگر .a

هستند. ی΋تا π ͳریخت΋ی Mو ͳترایای کلاس دارد. وجود (M,∈) و (P,E) بین π ͳریخت΋ی Έی و

ͳریخت΋ی و کلاس این که Mاست ͳترایای یΈکلاس با ی΋ریخت P ͳگسترش کلاس هر واق΄، در .b

هستند. ی΋تا دو هر

.∀x ∈ T, π(x) = x آنΎاه باشد، ͳترایای T ⊆ P اگر (b) حالت در .c

Ίفورسین ۶-١

کنید. رجوع [١١] به توانید ͳم بخش، این های لم و قضایا برهان مطالعه برای

روی ͳدوتای ای رابطه ≤ که (P,≤) زوج از است عبارت مرتب ای پاره مجموعه Έی تعریف١-۶-١.

: ≤ که طوری به است P

٩



∀p ∈ P, p ≤ p است؛ ͳبازتاب .١

∀p, q, r ∈ P, p ≤ q ∧ q ≤ r =⇒ p ≤ r است؛ ͳترایای .٢

∀p, q ∈ P, p ≤ q ∧ q ≤ p =⇒ p = q است؛ پادمتقارن .٣

∀p ∈ P, p ≤ ۱P دارد؛ ۱P ماکسیمال عضو .۴

است. q از ͳتوسیع p گوییم ͳم p ≤ q اگر همچنین نامیم. ͳم شرط اغلب را مجموعه این اعضای

. p, q ∈ P و باشد مرتب ای پاره مجموعه Έی P کنید فرض تعریف١-۶-٢.

. q ≤ p یا p ≤ q اگر هستند مقایسه قابل q و p گوییم ͳم .١

. r ≤ p, q که باشد داشته وجود r ∈ P اگر هستند سازگار q و p گوییم ͳم .٢

گوییم ͳم پادزنجیر را A ⊆ P صورت این در باشد. مرتب ای پاره Έی P کنید فرض تعریف١-۶-٣.

باشند. ناسازگار A از عضو دو هر اگر

یا شمارا زنجیری شرط P گوییم ͳم باشد. مرتب ای پاره مجموعه Έی P کنید فرض تعریف١-۴-۶.

باشد. شمارا P پادزنجیر هر اگر دارد ccc

اگر است چΎال D ⊆ P زیرمجموعه باشد. مرتب ای پاره مجموعه Έی P کنید فرض تعریف١-۵-۶.

. q ≤ p که طوری به کنیم پیدا q ∈ D بتوانیم p ∈ P هر برای

اگر است باز D ⊆ P زیرمجموعه باشد. مرتب ای پاره مجموعه Έی P کنید فرض .۶-۶-١ تعریف

. q ∈ D باشیم داشته q ≤ p هر برای و p ∈ D هر برای

اگر: است فیلتر Έی G ⊆ P ͳناته زیرمجموعه تعریف١-۶-٧.

و q ∈ G آنΎاه q ≥ p و p ∈ G هر برای .١

. r ≤ p, q که باشد داشته وجود r ∈ GΈی p, q ∈ G هر برای .٢

است Έژنری-D فیلتر Έی G فیلتر گوییم ͳم باشد، P چΎال های زیرمجموعه از ای گردایه D اگر

. A ∩G ̸= ∅ باشیم داشته ، A ∈ D هر برای اگر

١٠



مثل ͳناته مرتب ای پاره مجموعه Έی M در . پایه) (مدل باشد ZFC از ͳترایای ͳمدل M کنیم فرض

و بریم ͳم ب΋ار Ίفورسین دادن نشان برای نمادی عنوان به را آن واق΄ در گیریم. ͳم نظر در را (P,≤)

. p ≤ q اگر است q از قویتر p گوییم ͳم نامیم. ͳم ͳΎفورسین های شرط را P اعضای

چΎال های زیرمجموعه از شمارا ای گردایه D و مرتب، ای پاره مجموعه Έی (P,≤) اگر .٨-۶-١ لم

Έژنری-D فیلتر Έی p ∈ P هر برای واق΄ در دارد. وجود P روی Έژنری-D فیلتر Έی آنΎاه باشد، P

. p ∈ G که دارد وجود P روی G

ΊفورسینΈی نماد (P,≤) و ZFC از ͳترایای MیΈمدل فرضکنید :(Έژنری (مدل .٩-۶-١ قضیه

طوری به دارد وجود M [G] ͳترایای مدل Έی آنΎاه باشد، P روی ͳ΋ژنری فیلتر G ⊂ P اگر باشد. M در

که:

M [G] |= ZFC .i

G ∈M [G] Mو ⊂M [G] .ii

OrdM [G] = OrdM .iii

.M [G] ⊂ N آنΎاه G ∈ N Mو ⊂ N که طوری به باشد ZF از ͳترایای مدل Έی N اگر .iv

تعدادی و G با تعریف قابل M [G] های مجموعه است. M از Έژنری توسی΄ Έی M [G] مدل این

عضو آن دهد ͳم ΀توضی که داشت Mخواهد در نام ΈیM [G] عضو هر Mهستند. اعضای از ͳمتناه

در تواند ͳمM [G] Έژنری مدل که است این Ίفورسین مهم ن΋ته Έی واق΄ در است. شده ساخته چΎونه

شود. توصیف پایه مدل

Ίفورسین زبان این بΎیریم. ب΋ار فورسینΊهم زبان برای نمادی عنوان به توانیم ͳم را (P,≤) واق΄ در

برای نام Έی شامل Ίفورسین زبان هستند. تعریف قابل M پایه مدل در دو هر Ίفورسین رابطه ⊩ نیز و

باشد. ͳم ،Έژنری مجموعه برای ͳنام ، Ġ نیز Mو [G] عضو هر

ͳم فرس p را آن که p ⊩ σ است: Ίفورسین زبان جملات و ها شرط بین ای رابطه ،Ίفورسین رابطه
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به است. شدن برآورده و صدق رابطه همان از ͳناش واق΄ در شده، تعریف M در و خوانیم، ͳم را σ کند

. p ⊩ σ′ آنΎاه باشد، σ از ͳمنطق نتیجه Έی σ′ و p ⊩ σ اگر نمونه، طور

:Έژنری های مدل روی ͳاصل قضیه دومین اکنون و

σ اگر باشد. M پایه مدل در ͳΎفورسین نماد (P,≤) کنید فرض :(Ίفورسین (قضیه .١٠-۶-١ قضیه

،M روی Έژنری G ⊂ P هر برای آنΎاه باشد، Ίفورسین زبان از ای جمله

M [G] |= σ ⇐⇒ (∃p ∈ G)p ⊩ σ

است: Ίفورسین رابطه Έی های ͳویژگ شامل Ίفورسین سوم قضیه اما و

باشد. M پایه مدل در ͳΎفورسین نماد (P,≤) کنید فرض .(Ίفورسین های ͳویژگ) .١١-۶-١ قضیه

بΎیرید: نظر در (M (در ها نام همه کلاس MPرا همچنین

q ⊩ φ آنΎاه q ≤ p و p ⊩ φ اگر .a

کند. فرس را ¬φ و φ دوی هر تواند ͳنم p Ϳهی .b

q ⊩ ¬φ یا q ⊩ φ که ͳمعن این به گیرد، ͳم تصمیم φ درباره که دارد وجود q ≤ pΈی p هر برای .c

. q ⊩ φ که نباشد q ≤ p Ϳهی اگر تنها و اگر p ⊩ ¬φ .d

. p ⊩ φ ∧ ψ ⇐⇒ p ⊩ φ ∧ p ⊩ ψ .e

. p ⊩ ∀xφ⇐⇒ p ⊩ φ(ȧ)∀ȧ ∈MP .f

. p ⊩ φ ∨ ψ ⇐⇒ ∀q ≤ p, ∃r ≤ q(r ⊩ φ ∨ r ⊩ ψ) .g

. p ⊩ ∃xφ⇐⇒ ∀q ≤ p, ∃r ≤ q, ∃ȧ ∈MP, r ⊩ φ(ȧ) .h

. p ⊩ ∃xφ =⇒ ∃ȧ ∈MP, p ⊩ φ(ȧ) .i

Ίفورسین از ͳهای مثال ١-٧

نیز و است ZFC از شمارا ͳترایای مدل ΈیM کنید فرض [۶] .(ͳحقیق (کوهن .١-٧-١ مثال
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P = {p ∈M | p : ω → ۲, |p| < ℵ۰}

تحت را P و

p ⊇ q ⇐⇒ p ≤ q

دهید: قرار و Mباشد روی Έژنری-P فیلتر Έی G ⊆ P کنیم فرض کنیم. ͳم مرتب

F =
∪
{p | p ∈ G}

است. ٢ به ω از ͳتابع F :١ ادعا

مجموعه ، n < ω هر برای علاوه به است. تعریف خوش F است، فیلتر Έی G که آنجا از برهان.

Dn = {p ∈ P | n ∈ dom(p)}

. dom(F ) = ω دهد ͳم نتیجه که G ∩Dn ̸= ∅ بنابراین است. چΎال P در

. g ̸= F داریم g ∈M که g : ω → ۲ تاب΄ هر برای :٢ ادعا

دهید: قرار g ∈M کنید فرض برهان.

Dg = {p ∈ P | ∃n ∈ dom(p), p(n) ̸= g(n)}

. G ∩Dg ̸= ∅ پس است، چΎال P در Dg ∈M صورت این در

آنΎاه . p(n) ̸= g(n) که باشد چنان n ∈ dom(p) کنید فرض و p ∈ G ∩Dg کنید فرض

F (n) = p(n) ̸= g(n)

. F ̸= g پس
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که (٢ به ω از تواب΄ و R گرفتن ͳ΋ی (با گرفت. نظر در نیز ͳحقیق عدد Έی عنوان به توان ͳم را F

دهیم. ͳم نشان Add(ω,۱) با را P معمولا بریم. ͳم نام کوهن ͳحقیق عدد Έی عنوان به آن از

دهید: قرار است. ZFC از شمارا ͳترایای مدل ΈیM کنید فرض [۶] لوی). ͳفروپاش) مثال١-٧-٢.

P = {p : ω → ω۱ | |p| < ℵ۰}

های مجموعه α < ω۱ و n < ω هر برای که شود توجه کنید. مرتب شمول ع΋س با را P و

Dn = {p ∈ P | n ∈ dom(p)}

Eα = {p ∈ P | α ∈ ran(p)}

آنΎاه F =
∪
G و Mباشد روی Έژنری-P فیلتر Έی G اگر بنابراین و هستند چΎال P در

F : ω → ω۱

بنابراین پوشاست. تاب΄ Έی

M [G] |= |ωM۱ | = ω

دهیم. ͳم نشان Col(ℵ۰,ℵ۱) با را P معمولا . ωM [G]
۱ = ωM۲ داد نشان توان ͳم ویژه به

ها کاردینال تعریفپذیری ١-٨

کاردینال ، Lω۱,ω از اس΋ات) جمله Έی ارز هم طور (به φ کامل جمله Έی گوییم ͳم تعریف١-٨-١.

بزرگتر. نه اما باشد داشته κ توان از ͳمدل φ اگر کند، ͳم توصیف را κ ͳنامتناه

که ℵα دقیقا کامل، Lω۱,ω-جملات با توصیف قابل های کاردینال که داد نشان GCH با مالیتز

است. پذیر توصیف ℵ۱ هم CH فرض بدون که داد نشان نایت جولیا اما باشند. ͳم ، α < ω۱
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ͳتاریخ گذری ١-٩

شد، مشهور پیوستار مساله به که را ͳمهم پرسش کانتور ١٨٨٠ سال حدود در ([٢٣]) پیوستار. مساله

ͳنامتناه زیرمجموعه Ϳهی آیا ها مجموعه زبان به دارد؟ وجود ۲ℵ۰ و ℵ۰ بین ͳکاردینال آیا کرد: مطرح

این در دیΎران، و کانتور کوشش باشد؟ کوچ΋تر R کاردینال از آن کاردینال که دارد وجود R ناشمارای

نظر به و بودند برنخورده ای مجموعه چنین به Έکلاسی ریاضیات جای Ϳهی در چون نرسید نتیجه به زمینه

بود. ͳمنف مساله این ΁پاس کانتور، گمان به ندارد. وجود آن کردن پیدا برای ͳراه رسید ͳم

ندارد. وجود کند، صدق ℵ۰ < κ < ۲ℵ۰ در که κ مانند ͳکاردینال پیوستار: فرضیه

κ < که ندارد وجود λ همچون ͳکاردینال باشد، چه هر κͳترامتناه کاردینال یافته: تعمیم پیوستار فرضیه

λ < ۲κ

،ͳآلمان بزرگ ریاضیدان پاریس، در ریاضیدانان ͳالملل بین کنΎره در ،١٩٠٠ سال در که نپایید دیری

آنها اولین که کرد ارائه را نشده حل و مهم ͳریاض مساله ٢٣ از ͳفهرست (١٨۶١٩-٢۴٣) هیلبرت دیوید

گودل کورت ١٩٣٨ سال در این΋ه تا نشد حاصل مساله این حل در ͳپیشرفت Ϳهی بود. پیوستار مساله

موضوع اصول به یافته تعمیم پیوستار فرض اگر که کرد ثابت قرن، برجسته دان منطق (١٩٠۶-١٩٧٨)

اصول دستΎاه این وسیله به باشد داشته ام΋ان که ͳتناقض هر آنΎاه شود، افزوده ها مجموعه نظریه رای;

این΋ه (بدون ͳقبل موضوع اصول از که شود بیان ͳتناقض صورت به است مم΋ن آید، دست به ͳموضوع

یافته تعمیم پیوستار فرض دیΎر عبارت به شود. نتیجه باشد) شده افزوده آنها به یافته تعمیم پیوستار فرض

است. سازگار ها مجموعه نظریه موضوع اصول به نسبت

او کرد. ͳمهم کشف استانفورد، دانشΎاه از ( -١٩٣۴) کوهن پل جوان ریاضیدان ،١٩۶٣ در سرانجام

بنابراین، نیست. ͳشدن اثبات ها مجموعه نظریه متعارف موضوع اصول وسیله به پیوستار فرض که داد نشان

هندسه در پنجم) (اصل اقلیدس توازی موضوع اصل همانند ها، مجموعه نظریه در پیوستار فرضیه وض΄

آوریم. دست به ͳریاض سازگار تئوری Έی حالت هر در و کنیم، رد یا بپذیریم توانیم ͳم است.
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٢ فصل

وات مطلق انΎاره و فرایسه ساختار



واتچیست؟ انΎاره ٢-١

κ ͳنامتناه کاردینال هر برای باشد. ͳنامتناه مدلهای با شمارا ͳزبان در کامل تئوری Έی T کنید فرض

مطرح ͳطبیع پرسش دو وات دهیم. ͳم نشان I(T, κ) با را κ کاردینال از T نای΋ریخت مدلهای تعداد

ℵ۰ < I(T, κ) < ۲ℵ۰ نابرابری آیا که آن دیΎر و ؟ I(T, κ) = ۲ گفت توان ͳم آیا آن΋ه نخست کرد:

پرسش باشد، درست پیوستار فرضیه اگر همچنین داد. ͳمنف ΁پاس نخست پرسش به وات است؟ درست

هم پیوستار فرضیه ͳنادرست فرض با ͳحت که بود این وات حدس دارد. ͳمنف ΁پاس ͳبدیه بطور هم دوم

دارد. ͳمنف ΁پاس دوم پرسش

گسترش Lω۱,ω-جملات از ͳهای مدل به اول مرتبه منطق از را انΎاره این بخواهیم که است ͳطبیع

های مدل تعداد ϕ ∈ Lω۱,ω جمله هر برای که گوید ͳم ، Lω۱,ω برای وات انΎاره اینصورت در دهیم.

. ۲ℵ۰ دقیقا یا است ℵ۰ حداکثر یا آن نای΋ریخت شمارای

تئوری مدل در آمده بدست نتای; ترین قوی از ͳ΋ی تواند ͳم هم هنوز وات، انΎاره در پیشرفت واق΄ در

این΋ه: جمله از است گرفته صورت زمینه این در هم ͳفراوان های تلاش باشد.

تئوریهای برای مایر ،ͳمتناه U-رتبه از ابرپایدار تئوریهای برای بوکلر ، ω-پایدار تئوریهای برای شلاه

این در نتیجه بهترین اما کنند. اثبات را آن اند توانسته ها درخت از ͳتئوریهای برای استیل نیز و ت-کمینه

است: ͳمورل قضیه به مربوط مبحث

نای΋ریخت های مدل تعداد آنΎاه باشد. Lω۱,ω-جمله Έی ϕ فرضکنید [١٩] .(ͳمورل) .٢-١-١ قضیه

. ۲ℵ۰ دقیقا یا است ℵ۱ حداکثر یا ϕ شمارای

ͳم عنوان که استراتژی Έی نیز و شده مطرح وات، انΎاره حل برای اشتباه مسیر سه پژوهش این در

باشد. داشته شمارا مدل ℵ۱ دقیقا که نیست Lω۱,ω از ای جمله Ϳهی کند

مدل پیوستار، تعداد به یا و شمارا تعدادی یا باشد، Lω۱,ω از ای جمله φ اگر (وات). .٢-١-٢ انΎاره

دارد. ͳریخت΋ی حد در شمارا
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شمارا های مدل از کامل یΈمجموعه شامل اگر گوییم ͳم پراکنده را Lω۱,ω از φ جمله تعریف٢-١-٣.

نباشد.

از شمارا تعدادی تنها Lω۱,ω از F پارک هر برای است: چنین پراکنده جمله برای هم معادل تعریف

شوند. ͳم تصدیق φ از ͳمدل در تایپها -F

دارد. شمارا مدل شمارا تعدادی فقط φ آنΎاه باشد، پراکنده φ اگر وات. مطلق انΎاره

یا Lω۱,ω از ψ τ-جمله هر برای اگر است کامل Lω۱,ω از φ τ-جمله Έی اول، مرتبه منطق همچون

. φ |= ¬ψ یا φ |= ψ

به پژوهش این در نیست. کامل وات حدس پادگواهه که است ͳبدیه است. ℵ۰-جازم کامل جمله هر

خواهیم بیشتر) نه اما ℵ۱ در ͳمدلهای (داشتن ℵ۱ شاخص با Lω۱,ω از θ کامل جملات از بیشتری جزئیات

پرداخت.

ͳاتم های مدل مطالعه به توان ͳم را Lω۱,ω در φ کامل جملات مطالعه که است شده معلوم ([٢])

کرد. تبدیل Tφ اول مرتبه تئوری Έی

ͳمقدمات توسی΄ Έی و |M | = κ اگر است Tφ از κ در پذیر گسترش ͳاتم مدل ΈیM تعریف٢-١-۴.

نیست. Mماکسیمال گوییم ͳم معادل بطور باشد. داشته وجود است Tφ از ͳاتم مدل Έی Mکه از سره

است. پذیر گسترش |M | Mدر این΋ه ͳیعن کاردینال، پارامتر بدون پذیر Mگسترش

پادگواهه هر برای ℵ۲ از کمتر دلخواه اس΋ات رتبه از های مدل وجود برای دیΎری برهان پژوهش این در

مدل ͳپیچیدگ درباره ͳاطلاعات برهان این هرینΎتون، بحث مشابه واق΄ در که گردد ͳم ارائه وات، انΎاره

شده شناخته قرمز ͳماه شاه سه بنابراین گوید. ͳنم ͳنشانندگ رابطه درباره چیز Ϳهی اما دهد ͳم دست به ها

رهنمون دو از عبارتند دیΎر دوتای و متدولوژی نخست داریم: وات) انΎاره حل برای نادرست مسیر (سه

برهان! بسوی نادرست

وات حدس برای ای پادگواهه اگر که کند ͳم ارائه ای مجموعه نظریه ͳتوصیف برهان Έی یورت .١
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کنیم. ͳم ارائه ͳ΋تئوری مدل ͳبرهان ما دارد؛ وجود ℵ۲ در ͳمدل با هم ای پادگواهه آنΎاه دارد، وجود

روی نشاندن ی رابطه درباره که دهیم ͳم نشان است؛ ℵ۲ در مدل Έی وجود درباره یورت برهان .٢

است. ℵ۱ در ͳهای مدل

وجود ℵ۲ در بی΋ران اس΋ات رتبه با ℵ۱ در ͳهای مدل که است آن از ͳحاک که هرینΎتون قضیه .٣

هرینΎتون قضیه پس هستند ماکسیمال آنها همه دهیم ͳم نشان ؛ ℵ۲ در ͳمدل یافتن بسوی است ͳگام دارند،

دهد. ͳنم بدست ͳاساس های نشاندن درباره ͳرهنمون گونه Ϳهی

فرایسه ساختار ٢-٢

ͳهای مدل یافتن برای را ͳ΋تئوری مدل رفتاری و کرده پرهیز ͳتوصیف های مجموعه نظریه از بخش این در

کنیم. ͳم ارائه مطلق ناپذیرهای واشناخت با

ما برای ن΋ته این است. ͳمتناه های کاردینال از حدی که است ͳنامتناه کاردینال تنها ω کاردینال

شمارا ساختار Έی آن΋ه نخست ساخت. توان ͳم بهتر را شمارا ساختارهای دلیل دو به که کند ͳم روشن

فرصت بار نهایت ͳب این΋ه دیΎر و شود ساخته ͳمتناه قطعات از زنجیر Έی از ͳاجتماع عنوان به تواند ͳم

اند. گرفته قرار جایشان در زنجیر مناسب های ت΋ه که شویم مطمئن تا داریم

بΎوییم اگر شوید غافلΎیر نباید پس دهد. ͳنم ما به را کنترل همه این اجازه دیΎری کاردینال Ϳهی

گمان، ͳب و است. توانΎر بسیار شمارا ساختارهای ساختن برای مختلف متدهای لحاظ از تئوری مدل که

است. فرایسه ساختار متدها، این بهترین از ͳ΋ی

دو با آنها از ͳ΋ی نقش روی ما برد. ب΋ار را فرایسه ساختار متد از توسی΄ دو خاص، ͳمثال در یورت

ͳاتم های مدل کردن پیدا در مجزا ادغام خاصیت نقش از برداری بهره نخست شویم: ͳم متمرکز Έنی΋ت

شده. داده ͳمدل گسترش و تفسیر برای فرایسه ساختار گرفتن نظر در دیΎر، و

کنیم. ͳم فرض زیرساخت معنای به همواره را ≺K پژوهش این در نمادگذاری٢-٢-١.

بسته ͳریخت΋ی تحت که باشد ͳمتناه ساختارهای از شمارا ای گردایه K کنید فرض تعریف٢-٢-٢.
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. A ⊂ B اگر A ≺K B کنیم ͳم تعریف A,B ∈ K برای اند.

کند: ͳم صدق زیر موارد در K تعریف٢-٢-٣.

B۱ ≺K C که بطوری باشد داشته وجود C ∈ K ، B۱, B۲ ∈ K هر برای اگر مشترک: نشاندن .١

B۲ ≺K C و

وجود C ∈ K ، A ≺K B۲ و A ≺K B۱ که B۱, B۲ ∈ K برای و A ∈ K هر برای اگر ادغام: .٢

.B۲ ≺K C و B۱ ≺K C که دارد

درون B۲ و B۱ از ͳهای نشاندن B۱ ∩B۲ = A که A ≺K B۱, B۲ ∈ K برای اگر مجزا: ادغام .٣

A تصویر روی به ها نΎاشت برد اشتراک که باشد داشته وجود A به مشترک تحدید با B۳ ∈ K Έی

شود. نΎاشته

. B ∼=A B
′ نویسیم ͳم آنΎاه باشد، ͳهمان A روی که باشد داشته وجود B′ و B بین ͳریخت΋ی اگر

، A,B ∈ K هر برای اگر است توانΎر یا K-همΎن ͳمتناه بطور M مدل .١ .۴-٢-٢ تعریف

. B ∼=A B
′ که بطوری دارد وجود B′ ≺K M که دهد نتیجه A ≺K B ∈ K ، A ≺K M

باشد. ͳمتناه بسته های زیرساخت از ͳافزایش ͳاجتماع و MتوانΎر اگر است ΈژنریM مدل .٢

نامد. ͳم پر را Έژنری ساختارهای یورت

کند، ͳم مشترکصدق نشاندن و ادغام در و دارد عضو ℵ۰ که تعریف٢-٢-٢ Kدر هر .۵-٢-٢ قضیه

همΎن ، M شمارای Έژنری ساختار Έی بنابراین کند. ͳم تولید ی΋تا شمارای Έژنری τ-ساختار Έی

ͳم Mگسترش از ͳهای اتومورفیسم به K در ͳمتناه ساختارهای بین های ͳریخت΋ی که مفهوم این به است

یابند.

رجوع [١٠] به بیشتر جزئیات برای و کنیم ͳم بیان را Έژنری τ-ساختار وجود از ͳبرهان فقط ما برهان.

کنید.

که: طوری به باشد p = ⟨A۰, A۱, ..., An−۱⟩ ͳمتناه های دنباله همه از ای مجموعه P کنید فرض
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A۰, A۱, ..., An−۱ ∈ K .١

∀i < n− ۱, Ai ≺K Ai+۱ .٢

باشند. ،P مجموعه در q = ⟨B۰, B۱, ..., Bm−۱⟩ و p = ⟨A۰, A۱, ..., An−۱⟩ کنید فرض حالا

اگر تنها و اگر q ≤ p گوییم

m ≥ n .١

∀i < n,Bi = Ai .٢

باشد. p ͳپایان توسی΄ q اگر تنها و اگر است p توسی΄ q پس

بΎیرید: نظر در را زیر مجموعه A ∈ K هر برای

DA = {p = ⟨A۰, A۱, ..., An−۱⟩ ∈ P : A ≺K An−۱}

است. چΎال P در DA ⊆ P هر :١ ادعا

An ∈ ادغام، ͳویژگ بنابر باشد. دلخواه P در p = ⟨A۰, A۱, ..., An−۱⟩ ∈ P فرضکنید :١ ادعای برهان

در p′ = ⟨A۰, A۱, ..., An−۱, An⟩ دهید: قرار An−۱ ≺k An و A ≺K An که طوری به دارد وجود K

شد. حاصل مطلوب نتیجه پس p′ ∈ DA و p′ ≤ p صورت این

و است فیلتر Έی که دارد وجود G ⊆ P پس شماراست {DA : A ∈ K} که کنید توجه

∀A ∈ K,G ∩DK ̸= ∅

کنید فرض

M =
∪
{A : ∃p = ⟨A۰, A۱, ..., An−۱⟩ ∈ G, ∃i < n;A = Ai}

باشد. ͳم موردنظر Mمدل آنΎاه

دهیم. ͳم نشان φK با را Έژنری اس΋ات جمله
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جایΎشت هر اگر Mگوییم در مطلق ناپذیر واشناخت Έی را I ͳنامتناه مجموعه Έی تعریف٢-٢-۶.

یابد. Mگسترش از ͳخودریخت Έی به I از

بدست τ بر Q ͳان΋ی محمول افزودن از که است ͳنمادگان τ̂ ، τ نمادگان هر برای نمادگذاری٢-٢-٧.

است. آمده

صدق مجزا ادغام نیز و ۵-٢-٢ قضیه فرضیات در که باشد τ-کلاس Έی K کنید فرض .٢-٢-٨ لم

است. پذیر گسترش ،Έژنری مدل آنΎاه کند. ͳم

ͳم نظر در زیر بصورت را K̂ مجموعه آید. بدست τ̂ تا افزاییم ͳم τ به را Q ͳان΋ی محمول Έی برهان.

گیریم:

K̂ = {A | است ͳمتناه τ̂-ساختار Έی A,Q ⊆ A,A ↾τ∈ K}

است. چنین این هم K̂ پس دارد مجزا ادغام K چون است. ͳمتناه A بالا، مجموعه در که کنید دقت

واق΄ در و است مهم و ͳاساس بسیار یافته گسترش زبان در ادغام گونه هر به رسیدن برای ͳمجزای (فرض

ͳم A ∈ K واق΄ در که دهد ͳم نتیجه K̂ تعریف دهد). ͳم نتیجه را یافته گسترش زبان در مجزا ادغام

K از عضو Έی از توسی΄ هر مشابه بطور یابد. گسترش Q در اعضا همه ͳجانشان با K̂ در ͳمدل به تواند

Έژنری τ̂-مدل Έی M اگر بنابراین یابد. گسترش Q در جدید عضو هر جایΎذاری با ، K̂ به تواند ͳم

ی΋ریختند. دو هر که دارد وجود Q(M) در مشمول هم N Έژنری τ-مدل Έی باشد،

M ابتدا آورد. دست به نیز استاندارد ͳ΋تئوری مدل روش Έی با توان ͳم را ٢-٢-٨ لم از ای نتیجه

ͳمتناه اعضای ها Ai که طوری به نویسیم ͳم ⟨Ai : i < ω⟩ ͳافزایش زنجیر Έی از ͳاجتماع بصورت را

صورت به را Bi+۱ ͳاستقرای طور به و کنیم ͳم انتخاب را A۰ از B۱ دیΎر توسی΄ Έی آنΎاه هستند. K از

سازیم. ͳم Ai−۱ روی Bi و Ai از مجزا ادغام

نماد و U, V جدید ͳان΋ی های محمول افزودن با τ۱ بΎیرید. ثابت را τ نمادگان .٢-٢-٩ نمادگذاری

نΎاشت Έی P و کنند ͳم افراز را جهان V و U گوید ͳم θ۰ جمله آید. ͳم دست به τ به P ͳدوتای رابطه

٢٢



ͳم کند، ͳم صدق θ۰ در که باشد τ۱-ساختاری Έی M اگر است. U روی به V از (پروژکشن) تصویر

. |U(M)| = λ و |V (M)| = κ اگر است ,κ)-مدل λ ) Έی آن گوییم

مجزا ادغام نیز و ۵-٢-٢ قضیه فرضیات در که باشد τ-کلاس Έی K کنیم فرض .٢-٢-١٠ قضیه

کند. ͳم صدق

V (M) از p تصویر تاب΄ Έی P که بطوری دارد Mوجود |= θ۰ شمارای Έژنری τ۱-ساختار Έی .١

نیز و ،M در مطلق ناپذیرهای واشناخت از است ای مجموعه U(M) و کند ͳم تعریف U(M) بروی

است. ی΋ریخت K برای Έژنری ساختار با V (M) ↾ τ

. U(M) = U(M۱) که دارد وجود M از M۱ سره ͳمقدمات توسی΄ Έی .٢

U(M) ⊊ U(M۱). که دارد وجود M از M۱ سره ͳمقدمات توسی΄ Έی .٣

ͳم تحدید ای گونه به را τ های رابطه داریم. نیاز جهان افراز برای V و U های محمول به .١ برهان.

در (V۰, U۰, P۰) ͳمتناه τ۱-ساختارهای از ای مجموعه عنوان به را K۱ برقرارند. V در فقط که کنیم

از کردن، ادغام برای باشد. U۰ در V۰ از ای پاره تاب΄ Έی گراف P۰ و V۰ ↾ τ ∈ K که گیریم ͳم نظر

گیریم: ͳم بهره V ترتیب در مجزا ادغام

جدیدی نقاط شامل مجزا ادغام اگر دهیم. ͳم گسترش ها پروژکشن از گرفتن اجتماع با را پروژکشن

نشان برای باشد. K۱ برای Έژنری مدل M کنید فرض کنیم. ͳم تصویر U به دلخواه بطور را آنها باشد،

U(M) از ͳشتΎجای σ کنیم ͳم فرض است، مطلق ناپذیرهای واشناخت از ای مجموعه U(M) این΋ه دادن

M از (A,A′) های زیرساخت بین f ͳمتناه ای پاره های ͳریخت΋ی از ای مجموعه F کنید فرض باشد.

برگشت و رفت سیستم Έی F دهیم ͳم نشان حالا . f ↾U(A)= σ ↾U(A) نیز و هستند K۱ در که باشد

است.

.ͳمتناه B ∈ K۱ برای A ≺K۱ B ≺K۱ M فرضکنید شده، داده (A,A′) زوج برد و دامنه با f ∈ F

. B′
۰ = σ(B۰) و B۰ = U(B)− U(A) دهید قرار

٢٣



. AB۰ ∈ K۱ که بینیم ͳم

B∗ ∈ K۱ Έی بودن Έژنری طبق AB۰ ∼= A′B′
۰ نیز و AB۰ ≺K۱ B داریم ای g ∈ F برای حالا

رفت بخش این B∗ ∼= B داریم g از g۱ توسی΄ فرض با و A′B′
۰ ≺K۱ B

∗ ≺K۱ M که دارد وجود ای

برگشت و رفت سیستم اجتماع شود. ͳم اثبات مشابه بطور هم برگشت بخش و کند؛ ͳم کامل را سیستم

دهد. ͳم گسترش را σ که است M از ͳاتومورفیسم

افزودن و τ̂۱ از τ۱ توسی΄ با K̂۱ کلاس کنیم ͳم فرض ٢-٢-٨ لم در اندک تغییری ب΋ارگیری با .٢

A ∈ K̂۱. ساختار τ̂۱ هر برای U(A) ⊂ Q(A) خواهیم ͳم آید. ͳم بدست Q

ͳم دست به Q افزودن و τ̂۱ به τ۱ توسی΄ با K̂۱ کلاس کنیم ͳم فرض ٢-٢-٨ لم از استفاده با .٣

آید.

وات انΎاره در پذیرا جملات کاربرد ٢-٣

را ℵ۱ شاخص با پذیرا جملات وجود پیش، بخش ی یافته توسعه های روش ب΋ارگیری با بخش، این در

وجود ای پادگواهه آنΎاه باشد، داشته وجود وات انΎاره برای ای پادگواهه اگر دهیم نشان تا کنیم ͳم ͳبررس

های مدل با همراه ٢-٢-٩ نمادگذاری همچون U, V, P با را τ۱ نمادگان کند. ͳم توصیف را ℵ۱ که دارد

.τ۲ = τ۱ ∪ τ ′ دهیم: ͳم قرار نیز و کنیم ͳم فرض τ ′ نمادگان در را ψ جمله گیریم. ͳم نظر در θ۰

θ ⇒ θ۰ که بطوری محمول Έی U(x) و Lω۱,ω از کامل τ۱-جمله Έی θ کنید فرض تعریف٢-٣-١.

از ناکامل) شاید (و دلخواه τ-جمله ′ Έی ψ کنید فرض همچنین باشد. ٢-٢-٩ نمادگذاری با مطابق و

است. Lω۱,ω

مجموعه به ψ از ͳنسب ای رابطه ψU که است ψU و θ از ͳعطف ͳترکیب (θ, U) زوج از χθ,U,ψ ادغام •

.χθ,U,ψ = θ ∧ ψU زیرا است τ۲-جمله Έی χθ,U,ψ بنابراین است. U با شده تعریف

زوج گوییم ͳم کند، تعریف θ از ͳشمارای مدل در ͳنامتناه مطلق ناپذیر واشناخت مجموعه Έی U اگر •
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صورت این در و باشد پذیرا (θ, U) که باشد داشته وجود ای U اگر گوییم پذیرا را θ پذیراست. (θ, U)

گوییم. پذیرا مدل هم را θ شمارای مدل

دهیم. ͳم نشان I(χ, λ) با را λ کاردینال در χ Lω۱,ω-جمله Έی های مدل تعداد

باشد. Lω۱,ω از جمله Έی ψ و باشد پذیرا (θ, U) کنیم فرض .٢-٣-٢ قضیه

باشد. کامل ψ اگر تنها و اگر است کامل جمله χθ,U,ψ ادغام .١

تایپ و ψ شمارای های مدل از ی΋ریخت های تایپ بین Έی به Έی ͳریخت΋ی حافظ تاب΄ Έی .٢

دارد. وجود χθ,U,ψ ادغام شمارای های مدل از ی΋ریخت های

. I(χθ,U,ψ, λ) = max(I(θ, λ), I(ψ, λ)) ، λ کاردینال هر برای .٣

Έی تنها اگر تنها و اگر است کامل θ Lω۱,ω-جمله Έی که دانیم ͳم اس΋ات ͳریخت΋ی قضیه از برهان.

کنیم ͳم فرض است. کامل χθ,U,ψ دهیم ͳم نشان است. کامل ψ کنیم فرض حالا باشد. داشته شمارا مدل

واشناخت طبق اما U(M) ∼= U(N) پس است کامل ψ چون باشد. χθ,U,ψ شمارای های مدل N و M

χθ,U,ψ از مدل دو هر بنابراین یابد. ͳم گسترش M ∼= N ͳریخت΋ی به بالا ͳریخت΋ی ، U مطلق ناپذیری

ی΋ریختند.

کامل θ چون هستند. ψ شمارای های مدل هم N۲ و N۱ و است کامل χθ,U,ψ کنید فرض برع΋س،

هستند. χθ,U,ψ شمارای های مدل (M,N۲) و (M,N۱) پس دارد. M ی΋تای شمارای مدل Έی است،

ͳم اثبات مشابه طور به ٣ و ٢ قسمت . N۱ ∼= N۲ داریم: نتیجه در و (M,N۱) ∼= (M,N۲) بنابراین

شوند.

است ماکسیمال ℵ۱ کاردینال از مدل هر که طوری به باشد کامل یΈجمله θ فرضکنید .٢-٣-٣ نتیجه

چنین این هم χθ,U,ψ آنΎاه باشد، وات انΎاره پادگواهه Έی ψ اگر باشد. پذیرا (θ, U) کنید فرض نیز و

کند. ͳم توصیف را ℵ۱ بنابراین و دارد ℵ۱ در ماکسیمال های مدل فقط این، بر افزون و است
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هم χθ,U,ψ بنابراین دارد. شمارا مدل تا ℵ۱ دقیقا است.پس وات انΎاره پادگواهه ψ کنید فرض برهان.

(٢-٣-٢ قضیه (طبق دارد. شمارا مدل تا ℵ۱ دقیقا

I(θ,ℵ۰) = ۱ است، کامل θ چون که کنید توجه

نباشد، چنین کنید فرض است، ماکسیمال ℵ۱ سایز از χθ,U,ψ از مدل هر دهیم نشان خواهیم ͳم حالا

ͳمقدمات توسی΄ Έی M۲ که دارند وجود χθ,U,ψ برای ℵ۱ سایز از M۲ و M۱ همچون ͳهای مدل پس

پس دارد، ℵ۱ در ماکسیمال های مدل فقط θ و M۱ ↾ τ۱,M۲ ↾ τ۱ |= θ چون است. M۱ از سره

.M۱ =M۲ دهد ͳم نتیجه M۱که ↾ τ۱ =M۲ ↾ τ۱

از ای پیوسته همومورفیسم اگر کند ͳم بخش را H ͳ΋توپولوژی گروه S∞ گوییم ͳم تعریف٢-٣-۴.

باشد. داشته وجود S∞ روی به H ی بسته زیرگروه Έی

تصویر تاب΄ با (V, U) با متناظر Έژنری ساختار دهنده Mنشان که کنیم ͳم بازگو ٢-٢-١٠ لم مطابق

باشد. ͳم U بروی V از P

Nباشد، در مطلق ناپذیرهای واشناخت از XیΈمجموعه اگر ،N ساختار هر برای .١ .۵-٢-٣ نتیجه

کند. ͳم بخش را aut(N) ، S∞ آنΎاه

M(M)(و به M یافته کاهش M̂ و باشد ٢-٢-١٠ قضیه بسان شده ساخته ساختاری M کنید فرض .٢

را aut(M̂) ، S∞ بعلاوه و شود ͳم تصویر S∞ روی به aut(M) آنΎاه باشد. τ-ساختار) Έی بنابراین

کند. ͳم بخش

مطلق ناپذیری واشناخت تعریف طبق aut(N) از عضوی به S∞ بنابراین و X جایΎشت هر .١ برهان.

یابد. ͳم گسترش ، S∞ به aut(N) های نΎاشت تحدید و

S∞ بروی A۱ و است aut(M̂) از بسته ͳزیرگروه که A۱ = aut(M ↾ V (M)) دهید قرار .٢

که بطوری برد ͳم α ∈ aut(M) هر برای α ↾ U(M) به را α̂ ∈ M̂ که شود ͳم تصویر ͳاشتΎن با

α ↾ U(M) = α̂.
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کند.) ͳم تحدید را P پروژکشن از ͳناش ارزی هم رابطه α̂ چون نیست مهم α (انتخاب

باشد ͳکامل جمله ϕκ و باشد داشته وجود σ همچون وات انΎاره برای ای پادگواهه اگر .۶-٢-٣ ن΋ته

فقط کند. توصیف را κ که دارد وجود هم وات انΎاره از ای پادگواهه آنΎاه کند، ͳم توصیف را κ که

را ℵ۱ ، θ و باشد پذیرا (θ, ϕ) که بΎیریم χθ,ϕ,σ جمله از ͳمدل و ϕκ از مدل Έی از مجزا ͳاجتماع باید

کند. توصیف
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٣ فصل

ℵ۲؟ یا ℵ۱



ها f-مستقل ٣-١

که: دهد ͳم نتیجه مطلق، ناپذیرهای واشناخت وجود براساس دیΎران و یورت کارهای

τ۲-ساختار Έی به را N توان ͳم آنΎاه کند، بخش را aut(N) ، N τ-ساختار Έی برای S∞ اگر

داد. گسترش پذیرا

دارند، κ از کمتر کاردینال که X های زیرمجموعه همه گردایه دادن نشان برای .٣-١-١ نمادگذاری

بریم. ͳم کار به را Pκ(X) نماد

است f-مستقل Έی A ∈ Pω(X) گوییم ͳم . f : Pω(X) 7→ P (X) کنید فرض تعریف٣-١-٢.

a /∈ f(A′ − {a}) شود نتیجه a ∈ A′ و A′ ⊆ A هر برای اگر

، f : Pω(X) → Pℵα(X) و |X| = ℵα+k اگر ، α اردینال هر برای و k ∈ ω هر برای .٣-١-٣ لم

است. k + ۱ سایز از f-مستقل مجموعه Έی شامل X آنΎاه

در که را X\f(∅) عضو هر |X| = ℵα و k = ۰ برای کنیم. ͳم ثابت k روی استقرا با برهان.

با بΎیرید نظر در را xn مجموعه و است، برقرار نتیجه k برای کنید فرض کند. ͳم کفایت بΎیرید نظر

ℵα+k اندازه با X۱ از را Y۰ مجموعه هر .f : Pω(X۱) → Pℵα(X) فرض با نیز و |X۱| = ℵα+k+۱

. |Y | = ℵα+k که آید ͳم بدست Y مجموعه Έی ، ت΋رار) بار ω (با کنید بسته f تحت و کنید انتخاب

، A ∈ Pω(Y ) برای کنید: تعریف چنین Pω(Y ) روی را g دارید. نΎه ثابت را a ∈ X۱\Y

g(A) = f({a} ∪ A) ∩ Y

B ∪ {a} بنابراین و دارد وجود k + ۱ سایز از B ⊂ Y g-مستقل مجموعه Έی استقرا، فرض طبق

از عضوی Ϳهی شامل که f(a) = g(∅) که کنید (توجه است. k + ۲ سایز از f-مستقل مجموعه Έی

نیست). B f-مستقل مجموعه
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و |X| = ℵα+k که X مجموعه Έی برای که بدانیم ما اگر که دهد ͳم نشان واق΄ در لم برهان

ای Y ⊊ X Ϳهی آنΎاه نباشد، k + ۲ سایز از ͳمستقل-f مجموعه شامل X و f : Pω(X) → Pℵα(X)

Lω۱,ω-جمله Έی از مدل ΈیX اگر فرضیات، این با واق΄ در نیست. بسته f تحت باشد، |Y | = |X| که

کاردینال با برابر کاردینال با ای سره زیرمدل Ϳهی تواند ͳنم X آنΎاه باشد، بسته f تحت X زیرمدل هر و

باشد. داشته خود

یورت مثال ٣-٢

توصیف را ℵ۱ ، ϕ اگر کند ͳم توصیف را ℵ۱ همΎن بطور ϕ کامل Lω۱,ω-جمله Έی تعریف٣-٢-١.

باشد. مطلق ناپذیرهای واشناخت از ͳنامتناه ای مجموعه شامل ϕ شمارای مدل و کند

ͳتای-i + ۲ ی رابطه نماد Ri و ͳدوتای ی رابطه نماد Si که τ۰ = {Si, Ri : i ∈ ω} کنیم فرض

گیریم: ͳنظرم در زیر های ͳویژگ با ͳمتناه τ-ساختارهای شامل را K کلاس است.

∀a, b
∨
i∈ω Si(a, b) .١

∀a, b
∧
i̸=j(Si(a, b) → ¬Sj(a, b)) .٢

∀a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱ [Rk(a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱) → (a۰ ̸= a۱ ∧ bi ̸= bj) ]∀i < j < k .٣

هر برای ∀a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱
[
Rk(a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱) ↔ Rk(a۰, a۱, bσ(۰), ...., bσ(k−۱) ] .۴

۰,۱, ..., k − ۱ از ͳشتΎجای و σ و k

∀a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱ [Rk(a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱) → (Si(a۰, bj) ↔ si(a۱, bj)) ]∀i, k, ∀j < k .۵

∀a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱, c[(Rk(a۰, a۱, b۰, ..., bk−۱) ∧
∧
i<k c ̸= bi) →

∧
i∈ω(si(a۰, c) → .۶

¬si(a۱, c))]∀K

.∀a۰, a۱
[
a۰ ̸= a۱ →

∨
k∈ω ∃b۰, ..., bk−۱Rk(a۰, a۱, b۰, ...., bk−۱) ] .٧

که: باشیم داشته f :M۲ 7→ ω مثل ͳتابعM مدل هر برای خواهیم ͳم

Mو |= Sf(a۰,a۱)(a۰, a۱) ، a۰, a۱ زوج هر برای .١
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که باشد ͳنقاط مجموعه b۰, ..., bk−۱ اگر Mدقیقا |= Rk(a۰, a۱, b۰, ...., bk−۱) .٢

∀j < k, f(a۰, bj) = f(a۱, bj)

،۵-٢-٢ قضیه بنابر بنابراین و دارد را مشترک نشاندن و مجزا ادغام ͳویژگ دو هر K که است روشن

دارد. Έژنری مدل Έی

یالهای که گیریم ͳم نظر در ͳکامل گرافهای عنوان به را K درون ساختارهای اینجا در تر ساده بیان به

Si(a, b) ͳدوتای رابطه همان a, b میان ی΋تای Ίرن این و کنیم ͳم آمیزی Ίرن i ی΋تای Ίرن با را (a, b)

طوری به دارد وجود {b۰, b۱, ...., bk−۱} ماکسیمال مجموعه Έی a۱ و a۰ هر برای دهد. ͳم تش΋یل را

ͳجای k + ۲ رابطه و دارد i = ۰, ..., K − ۱ برای (a۱, bi) یال با ͳسان΋ی Ίرن (a۰, bi) هریال که

گیرد. ͳم ش΋ل Rk(a۰, a۱, b۰, b۱, ...., bk−۱)

کنند ͳم توصیف را ℵ۱ هردو که ساخت را ϕH و ϕH′ کامل جمله دو فرایسه ساختار از استفاده با یورت

روشن باشد. ϕH′ اس΋ات جمله Έژنری مدل H ′ کنید فرض کند. ͳم توصیف همΎن بطور ϕH فقط اما

باید ای مجموعه چنین Έی چون باشد. ناپذیرها واشناخت از مجموعه Έی شامل تواند ͳنم H ′ که است

رساند. ͳم تناقض به را ما Rk طبق بودن، ͳمتناه موضعا آنΎاه اما باشد Sn برای کامل گراف دارای

٢-٢-١٠ قضیه ساختار ،N Mو های محمول و P پروژکشن افزودن با بسازیم. را ϕH ناگزیریم پس

پذیرا Έژنری مدل Έی ٢-٢-١٠ قضیه دارد، مجزا ادغام ͳویژگ H ′ برای K چون گیریم. ͳم ب΋ار را

نتیجه برهان و کند ͳم توصیف را ℵ۱ همΎن بطور ϕH دهد. ͳم بدست را ϕH اس΋ات جمله با H همچون

کند. ͳم بخش را Aut(H) که همچنان کند ͳم بخش را Aut(H ′) ، S∞ که دهد ͳم نشان ۶-٢-٣

که ai است. ساده کند، ͳنم صدق ℵ۰ در ادغام ͳویژگ در ϕH های مدل از ͳکلاس که ن΋ته این درک

وجود c, c′ اعضای از M روی سازگار های تایپ که کنید توجه بΎیرید. ثابت M مدل در را (i < ω)

Έی برای اما ، را Sni
(ai, c), Sni

(ai, c
′) داریم: متمایز های ni از ͳنامتناه تعداد برای که طوری به دارند

c جبری بستار که دهد ͳم نتیجه این داریم. نیاز Sm′(d, c′) و Sm(d, c) جدید تایپ m ̸= m′ به d ∈M
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زوج هر بستار چون است نادرست مشترک، مدل Έی در ͳول است. ͳنامتناه باشند، متمایز آنها اگر ، c′ و

سازی ͳهمان در دوم شرط که باشد ͳهمان c′ و c روی باید ͳادغام هر پس است. ͳمتناه متمایز اعضای از

شود. ͳم رد

نیست. پذیر گسترش یورت، مثال از ͳناشمارای مدل Ϳهی .٣-٢-٢ قضیه

M۱ که دارند وجود M۱,M۲ مثل ℵ۱ در ϕH های مدل از ͳزوج پس نباشد. چنین کنید فرض برهان.

Έی حداکثر ، n ∈ ω هر برای ، c ∈ M۲ −M۱ که c هر داشتن نΎه ثابت با است. M۲ از ͳزیرمدل

باشد. شمارا M۱باید آنΎاه اما . f(a, c) = n که دارد وجود a ∈M۱

گانه سه Έی را (M,a,N) گانه سه بΎیرید. نظر در ثابت را T اول مرتبه تئوری .٣-٢-٣ تعریف

ͳاتم های مدل از زوج هر برای و a ∈ N\M و باشند T ͳاتم های Mمدل ≺ N اگر، گوییم ماکسیمال

. a ∈M ′ MآنΎاه ̸=M ′ اگر N ≺ N ′ ،M ≺M ′ Mکه ′ ≺ N ′

ͳاتم های مدل |M | = |N | = λ اگر است λ در ͳبرش زوج Έی M ≺ N گوییم ͳم تعریف٣-٢-۴.

نیز و M ≺K Ni+۱ ≺ Ni ≺ N که طوری به باشد داشته وجود i < ω برای Ni ͳاتم های مدل و باشند

.
∩
Ni =M و باشد Ni از سره ͳمقدمات زیرمدل Έی Ni+۱

در ͳبرش زوج Έی T اگر است. λ-جازم ، T ͳاتم های مدل کلاس کنید فرض ([٢]) .۵-٣-٢ لم

.I(λ+, κ) = ۲λ+ آنΎاه باشد، داشته λ در هم ماکسیمال گانه سه Έی و باشد λ کاردینال

ϕ از ͳناشمارای مدل Ϳهی اما دارد ناشمارا های مدل Lω۱,ω از ϕ کامل جمله اگر ([٢]) .۶-٣-٢ قضیه

دارد. ℵ۱ در مدل ۲ℵ۱ ، ϕ آنΎاه نیست، پذیر گسترش

باشد؟ M′ در مطلق ناپذیر واشناخت N(M′) که دارد وجود ℵ۱ در M′ مدل آیا پرسش٣-٢-٧.
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۴ فصل

هرینΎتون قضیه برای دیΎر ͳبرهان



ناشمارا اس΋ات رتبه ١-۴

روی استقرا با باشند. M در ͳهای ͳتای-n ، a, b و L-ساخت Έی M کنید فرض .١-١-۴ تعریف

کنیم: ͳم تعریف زیر بصورت دهیم ͳم نشان a ≡α b با که را b و a ارزی α-هم ، α اردینال

کنند. صدق ͳسان΋ی چنداگر ͳب های L-فرمول در b و a اگر a ≡۰ b •

β < α هر برای a ≡β b اگر a ≡α b حدی، α برای •

اگر a ≡α+۱ b •

و ac ≡α bd که باشد داشته وجود d ∈M ، c ∈M هر برای -

. ac ≡α bd که باشد داشته وجود c ∈M ، d ∈M هر برای -

در های چندگانه همه برای را ارزی α+۱-هم ارزی، α-هم که است ای α Mکمترین اس΋ات رتبه

دهد. Mنتیجه

ͳاردینال M ساختار اس΋ات رتبه و هستند ارزی هم روابط از ای نتیجه ≡α های رابطه که کنید توجه

Mاست. کاردینال حداکثر سایز از

در b ∈M هر برای را Θ(M,b,α)(x) توانیم ͳم اس΋ات، ͳریخت΋ی قضیه استاندارد برهان از استفاده با

.a ≡α b اگر است درست a ∈M برای که کنیم تعریف L|α|+,ω زبان

حد در جمله این است. جمله Έی Θ(M,∅,α) بنابراین و است ͳته b که کنید فرض خاص حالت در

صدق آن Nدر L-ساخت دارد. تعریف خوش چنداگر رتبه Έی واق΄، در ی΋تاست. ͳعطف ترکیبات ترتیب

استقرای Έی کنیم. برقرار N و M بین α طول از برگشت و رفت سیستم بتوانیم اگر تنها و اگر کند ͳم

برقرار هم α حداکثر چنداگر رتبه از L∞,ω-جملات برای N و M ارزی هم این که دهد ͳم نشان ساده

.M ≡α N نویسیم ͳم و ارزند α-هم ، N Mو گوییم ͳم صورت این در و است

ͳکانون اس΋ات جمله باشد. α اس΋ات رتبه از شمارا L-ساخت Έی M کنید فرض تعریف۴-١-٢.

است: زیر بفرم Lω۱,ω-جمله ΈیM از σM
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σM = Θ(M,∅,α) ∧
∧
a∈M<ω ∀x(ϕM,a,α(x) → ϕM,a,α+۱(x))

کنیم: ͳم بیان را زیر قضیه دو آن، برهان و ۵-١-۴ قضیه بهتر درک برای اکنون

ͳحقیق ͳکوهن عدد Έی کردن اضافه برای کوهن Ίفورسین مفهوم P کنیم فرض ([٧]) .١-٣-۴ قضیه

درخت Έی آنΎاه است. ZFC از شمارا ͳترایای مدل M که باشد، M روی Έژنری-P Έی G و باشد

هر که دارد وجود Gb ∈ M [G] Έژنری فیلتر ، T از b شاخه هر برای که ͳقسم به دارد وجود T ⊆ ۲<ω

هرگاه گوییم توامان Έژنری را G۱, G۲, ...Gn ⊆ P (فیلترهای است. توامان Έژنری آنها از ͳمتناه تعداد

باشد). Έژنری- P× ...× P Έی G۱ × ...×Gn

به یا و تا شمارا یا استاندارد بورل فضای Έی روی بورل، ارزی هم رابطه هر (سیلور) .۴-١-۴ قضیه

دارد. ارزی هم کلاس کامل، ای مجموعه تعداد

ارزند: هم زیر موارد .۵-١-۴ قضیه

است. پراکنده φ .a

دارد. وجود φ های مدل از ارزی α-هم کلاس شمارا تعدادی تنها شمارا، α هر برای .b

دارد. وجود α از کمتر اس΋ات رتبه با φ از مدل شمارا تعدادی تنها شمارا، α هر برای .c

تعدادی یا است) بورل شمارا α برای (که ارزی α-هم رابطه ، α هر برای سیلور، قضیه بنابر برهان.

های مدل از کامل ای مجموعه که ͳحالت در دارد. را ارزی هم های کلاس از کامل ای مجموعه یا و شمارا

نتیجه را (c) نیز (b) نیز و داد خواهد نتیجه را (b) تعریف طبق (a) باشیم، داشته T از شمارا نای΋ریخت

باشند. ارز α-هم اگر تنها و اگر ی΋ریختند α از کمتر اس΋ات رتبه با ͳهای مدل زیرا دهد ͳم

ش΋افنده درخت با که دارد وجود φ های مدل از ͳکامل مجموعه و است برقرار (c) کنید فرض حالا

توان) بنداشت بدون ZFC ) ، ZFC− از شمارا ͳترایای مدل Έی A کنید فرض است. شده داده τ کامل

طوری را τ از τ ∗ ش΋افنده زیردرخت توانیم، ͳم صورت این در است. τ و φ برای ͳکدهای شامل که باشد

ͳم کد را φ از ͳمدل τ ∗ از x شاخه هر اما باشد. A روی کوهن Έژنری τ ∗ در شاخه هر که بΎیریم نظر در
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Ord(M [x]) = Ord(M) از کمتر ͳات΋اس رتبه بنابراین و Mاست [x] به متعلق آن اس΋ات جمله که کند

دارد. تناقض (c) با که دارد

تئوری Έی که دهد ͳم نتیجه قبل قضیه c قسمت دارد، وجود مم΋ن اس΋ات رتبه ω۱ تنها که آنجا از

دارد. شمارا مدل ω۱ حداکثر پراکنده

است Lω۱,ω در ها فرمول از ای مجموعه Lω۱,ω از F شمارای پارک Έی که: کنیم ͳم یادآوری

تغییر و چنداگرها ،ͳمتناه ͳبول ترکیبات ها، زیرفرمول تحت و بوده اول مرتبه های فرمول همه شامل که

پارک یΈکوچ΋ترین در مشمول Lω۱,ω در ها فرمول از شمارا مجموعه هر البته است. بسته آزاد متغیرهای

شماراست.

و M مدل برای p(x) = {ψ(x) | ψ(x) ∈ F,M |= ψ(m)} صورت به ای مجموعه F-تایپ Έی

شود. ͳم Mتصدیق در p(x) گوییم ͳم اینصورت در Mاست. از m ͳچندتای

شمارا تعدادی فقط φ شامل F شمارای پارک هر برای آنΎاه باشد. پراکنده φ کنید فرض .۶-١-۴ لم

شود. ͳم تصدیق φ های مدل در که دارد وجود F-تایپ

p(x) گوید ͳم که ای جمله چنداگر رتبه آنΎاه باشد، F-تایپ Έی p(x) اگر که کنید توجه برهان.

.Έی بعلاوه F در های فرمول سوپریمم با است برابر حداکثر شود، ͳم تصدیق

را ͳسان΋ی های F-تایپ ارز α-هم های مدل آنΎاه باشد. جملات این های رتبه کران α کنید فرض

F-تایپ شمارا تعدادی تنها است پراکنده φ چون (b) ۵-١-۴ قضیه طبق بنابراین، و کنند ͳم تصدیق

شوند. ͳم تصدیق φ های مدل در

ͳدرختمورل ٢-۴

رتبه از ͳهای مدل دیΎر عبارت به شماراست. مدل تا ناشمارا دارای و پراکنده φ ∈ Lω۱,ω کنید فرض

شمارای های پارک از سری Έی دارد. شمارا بزرگ دلخواه به اس΋ات
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F۰ ⊂ F۱ ⊂ .... ⊂ Fα ⊂ .....

P Fα-تایپ هر برای
∧
ψ∈P ψ(v) های فرمول افزودن با Fα+۱ و φ ∈ F۰ که سازیم ͳم α < ω۱ برای

Fα =
∪
β<α Fβ دهیم: ͳم قرار ، α حدی اردینال هر برای همچنین آید. ͳم بدست

بلندی از τ از ͳاعضای τα کنیم ͳم فرض ، α < ω۱ برای سازیم. ͳم را τ تئوریهای از ͳدرخت حالا

اگر تنها و اگر است τα در T Fα-تئوری Έی باشد. α

φ ∈ T .١

باشد؛ ͳشدن برآورده T تئوری .٢

.¬ψ ∈ T یا ψ ∈ T یا ψ ∈ Fα هر برای دیΎر عبارت به باشد، Fα-کامل ، T تئوری .٣

نباشد. ℵ۰-جازم ͳیعن نباشد، کامل T ∩ Fβ ، β < α همه برای .۴

∪
β<α τβ با را τ<α هستند. ℵ۰-جازم های تئوری همان درخت، از شاخه هر ͳپایان های گره بنابراین

τ =
∪
α<ω۱

τα دهیم: ͳم قرار و داده نشان

است. ͳاتم-Fα ، T ∈ τα هر است پراکنده φ چون که کنید توجه

φ از ͳمدل در که p(x) F۰-تایپ هر برای که بΎوییم توانیم ͳم ،ͳمورل درخت تر ساده ΀توضی در

باشد.
∧
ψ(x)∈p(x) ψ(x) های فرمول همه و F۰ شامل پارک کوچ΋ترین F۱ کنیم ͳم فرض شود، تصدیق

شماراست. ͳپارک هم F۱ شود، ͳم تصدیق φ های مدل در F۰-تایپ شمارا تعدادی فقط چون

ͳم تعریف صورت این به τ درخت ی΋م مرتبه ͳیعن τ۱ در را T های گسترش ،τ۰ در T هر برای حالا

کنیم:

ͳپایان گره Έی T آنΎاه باشند، ی΋ریخت آن شمارای های مدل همه ͳیعن باشد، ℵ۰-جازم ، T اگر

شامل کامل های F۱-تئوری ، τ۱ در T های توسی΄ اینصورت غیر در ندارد. τ۱ در ͳتوسیع Ϳهی و است

داریم. ͳهای F۱-تئوری چنین از شمارا تعدادی فقط ،ͳکندگ پرآ بنابر هم باز هستند. T

شوند. ͳم ساخته صورت بدین ها τα و Fα ، α < ω۱ اردینال هر برای
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τδ کنیم ͳم فرض و گیریم ͳم Fα, α < δ های پارک از ͳاجتماع را Fδ باشد، حدی ͳاردینال δ اگر

باشد. τ<δ با پایان هم مسیرهای همه طول در ͳهای اجتماع با برابر است، τ درخت مرتبه δ-امین همان که

وجود Fβ+۳ پارک در ای جمله آنΎاه باشد. β اس΋ات رتبه از شمارا M |= φ کنید فرض .٢-١-۴ لم

Mاست. ͳکانون اس΋ات جمله با ارز هم که دارد

های Fα-فرمول همه ͳعطف ترکیب ΨM,a,α(x) کنید فرض α هر برای و بΎیرید ثابت را a ∈M برهان.

دهیم ͳم نشان α روی استقرا با است. Fα+۱ به متعلق ΨM,a,α(x) تعریف طبق باشد. M در a از درست

حدی، α و α = ۰ برای .(M شمارای های مدل همه برای مشابه (بطور ΨM,a,α(x) |= ΘM,a,α(x) که

شود. ͳم نتیجه تعریف از Ίدرن ͳب

در b ∈ N و شمارا ͳمدل N کنید فرض ΨM,a,α(x) |= ΘM,a,α(x) که دانیم ͳم کنید فرض حالا

کند. صدق ΨM,a,α+۱(x)

تعریف، طبق دهیم. نشان را N |= ΘM,a,α+۱(b) ͳدرست خواهیم ͳم

ΘM,a,α+۱(x) ≡ ∀y
∨
c∈M ΘM,ac,α(x, y) ∧

∧
c∈M ∃yΘM,ac,α(x, y)

ͳم صدق آن در b ،ͳعطف ترکیب دو هر در Θ بجای Ψ ͳزینΎجای با دهیم نشان است ͳکاف استقرا، بنابر و

کند.

c ∈M Έی و ( y (برای d ∈ N کنیم ͳم فرض ، N |= ∀y
∨
c∈M ΨM,ac,α(b, y) این΋ه دیدن برای

فرمول Nباشد، در (b, d) از Fα-تایپ Έی pα(x, y) اگر باشد. درست گزاره که کنیم ͳم پیدا آن با متناظر

Fα+۱-تایپ به متعلق همچنین بنابراین و است N در b از Fα+۱-تایپ به متعلق ψ(x) ≡ ∃ypα(x, y)

ψ(a) در y برای c ∈ M گواه هر است). N |= ΨM,a,α+۱(b) ایم کرده فرض (چون است M در a از

. N |= ΨM,ac,α(b, d) که است چنین

یابد. ͳم پایان استقرا و دارد مشابه ͳبرهان هم دوم ͳعطف ترکیب

برگشت و رفت ارزی هم ΘM,a,α(x) فرمول Mباشد، اس΋ات رتبه کمترین α اگر که گوییم ͳم دوباره
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بزرگ، α کمترین برای بنابراین کند. ͳم ایزوله Mرا در a از کامل L∞,ω-تایپ بنابراین و دارد (M,a) با

ارز هم ای جمله Θ بجای Ψ ͳزینΎجای بنابراین ارزند. هم واق΄ در ΨM,a,α(x) و ΘM,a,α(x) های فرمول

ارز هم توانیم ͳم ،ͳکانون اس΋ات جمله تعریف به توجه با دهد. ͳم نتیجه را M ͳکانون اس΋ات جمله با

Mاست. اس΋ات رتبه β که کنیم پیدا Fβ+۳ در را آن

از شمارا مدل هر مثال برای نیست بهینه است، M اس΋ات رتبه β که β + ۳ کران که کنید توجه

در آن، از پیش اما دارد ω اس΋ات رتبه (ͳدوتای رابطه Έی ب΋ارگیری (با ͳتال تاب΄ Έی اول مرتبه تئوری

است. ℵ۰-جازم هایش F۱-تئوری

است. ͳشدن برآورده کامل Fδ-تئوری Έی τδ از T گره هر حدی، δ < ω۱ هر برای .a .٢-٢-۴ گزاره

واق΄ F پارک در T اگر دیΎر عبارت به است، ͳاتم تئوری Έی ͳمورل درخت در واق΄ تئوری هر .b

طور به شود. ͳم نتیجه است، T-کامل که ͳفرمول Έی از است T-سازگار که ͳفرمول-F هر آنΎاه شود،

کند. ͳم تصدیق را T تئوری از ͳاصل های تایپ فقط که است ͳمدل دارای T ارز، هم

T از مدل هر آنΎاه است. حدی ͳاردینال α و شده واق΄ ͳمورل درخت از α مرتبه در T کنید فرض .c

دارد. α کم دست اس΋ات رتبه

از شاخه) (نوک ͳپایان گره Έی در واق΄ T تئوری Έی از مدل ی΋تا φ از M شمارای مدل هر .d

است. φ ͳمورل درخت

داشته ناشمارا بلندی τ اگر تنها و اگر است مطلق) وات (انΎاره وات انΎاره از پادگواهه Έی φ .e

باشد.

⟨αi|i < ω⟩ که ساخت ⟨Mαi
|i < ω⟩ زنجیر از ͳاجتماع صورت به توان ͳم را T از یΈمدل .a برهان.

Mαi+۱ در ͳمقدمات-Fαi
بطور Mαiها

از Έهری نیز و باشد T ↾Fαi
از اول Mαiمدل

و باشد δ در پایان هم

بنشیند. i < ω هر ازای به ،

فرمول Έی از T-سازگار فرمول Έی اگر دارد. تایپ تا شمارا فقط T چون است ساده این .b
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بسازیم. T متمایز های تایپ از کامل درخت Έی توانیم ͳم آنΎاه نشود، نتیجه T-کامل

این ،٢-١-۴ لم بنابر دارد. β < α اس΋ات رتبه که باشد T شمارای مدل Έی M کنید فرض .c

وجود β +۴ مرتبه در تواند ͳنمM از ͳتوسیع Ϳهی پس است. ℵ۰-جازم ، Fβ+۳ پارک Mدر از تئوری

دارد. تناقض α مرتبه در T بودن فرض با این که نیست هم α مرتبه در حتم بطور بنابراین و باشد داشته

Mباشد. از کامل Fα-تئوری ، Thα(M) کنید فرض شده، داده α < ω Mو شمارای مدل Έی .d

پایان شمارا ای مرتبه در (c) بنابر که دهد ͳم ش΋ل ͳمورل درخت در مسیری ، Thα(M) ، αافزایش با

سازد. ͳم ℵ۰-جازم را Thα(M) که α چون ای مرتبه در ͳپایان ای گره ͳیعن یابد. ͳم

شود. ͳم نتیجه Ίدرن ͳب (d) از ح΋م هستند، شمارا ͳمورل درخت های مرتبه همه که آنجا از .e

اجتماع اگر کنیم. ͳم استفاده δ ͳشمارای ͳویژگ از ͳاساس بطور (a) قسمت برهان در .٢-٣-۴ ن΋ته

ضمانت بالا، بحث بنابر را شدن برآورده توانیم ͳنم بΎیریم، نظر در را ناشمارا یΈمسیر امتداد در ها تئوری

Έی δ مرتبه در اجتماع باشیم مطمئن توانیم ͳنم که بΎذریم حدی δ مرحله تا شمارا از باید چون کنیم.

است. اول مدل

گسترشیافته ژنریΈو ͳدرختمورل ٣-۴

دهیم؟ گسترش ω۱ از فراتر را ͳمورل درخت ساختار دارد ام΋ان آیا

ͳفروپاش طریق از ، V از ω۱ ساختن شمارا با را V جهان .(Έژنری ͳمورل (درخت .٣-١-۴ تعریف

اوست ͳکندگ پرآ چون اکنون کنیم. ͳم بزرگ V ∗ = V [G] ͳΎفورسین توسی΄ Έی به لوی، استاندارد

بسازیم. V ∗ در φ برای را τ ∗ توانیم ͳم است، (مطلق)

نامیم. ͳم ͳمورل Έژنری درخت را درخت این است. V از ω۲ با برابر که دارد ωV ∗

۱ بلندی درخت این

رفته ب΋ار GΈژنری انتخاب از مستقل کاملا ͳمورل Έژنری درخت که دهد ͳم نشان ٣-٣-۴ قضیه

دنباله Έی V در خواهیم ͳم است. V به متعلق واق΄ در τ ∗ که است این ͳاساس ن΋ته است. V ∗ تعریف در
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پارک این های تئوری از ℵ۲ بلندی از τ̃ درخت Έی نیز و ℵ۱ حداکثر سایز از F̃α های Lω۲,ω-پارک از

است. τ ∗ با منطبق درخت این که دهیم نشان بعد و بسازیم ها

ͳمتناه ای پاره تواب΄ همه از ای مجموعه P کنید فرض یافته): گسترش ͳمورل (درخت تعریف۴-٣-٢.

و F̃α ⊂ Lω۲,ω های پارک α < ω۲ روی استقرا با باشد. شمول ع΋س با شده مرتب نیز و f : ω → ω۱

کنیم: ͳم تعریف زیر بصورت را ها F̃α-تئوری از τ̃α های گردایه نیز

ͳمورل درخت صفر مرتبه در رفته ب΋ار پارک با برابر φ شامل شمارای پارک F̃۰ = F۰ کنید فرض •

باشد. استاندارد

که: طوری به باشد A ⊂ F̃α های مجموعه همه از ای گردایه τ̃α کنید فرض شده داده F̃α برای •

φ ∈ A -

که دارد وجود p ∈ P -

p ⊩ نیست -جازم ℵ۰ ، A ↾F̃β
،β < α برای و است ͳشدن برآورده و کامل F̃α-تئوری Έی A

بفرم های فرمول همه نیز و F̃α Lω۱,ω-پارکشامل کوچ΋ترین بصورت را F̃α+۱ شده، داده τ̃α برای •

که: باشد داشته وجود p ∈ P که طوری به کنیم ͳم تعریف
∧
t

p شود⫣ ͳم تصدیق φ از ͳمدل در که است (ͳته مجموعه (روی کامل F̃α-تایپ Έی t

دهیم: ͳم قرار باشد، حدی اردینال α اگر •

F̃α =
∪
β<α F̃β

داریم: سرانجام و

τ̃ =
∪
α<ω۲

τ̃α

نامیم. ͳم یافته گسترش ͳمورل درخت را آن و

Έژنری توسی΄ Έی در استاندارد ͳمورل درخت همانند τ ∗ Έژنری ͳمورل درخت که کنیم ͳم یادآوری
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درخت پارک α-امین دادن نشان برای آید. ͳم بدست P Ίفرسین با که شود ͳم تعریف V جهان از V ∗

.F ∗
α نویسیم ͳم V ∗ دیدگاه از استاندارد ͳمورل

τ̃ بعلاوه، است. V از عضوی τ ∗ واق΄، در . τ ∗ Έژنری ͳمورل درخت با است برابر τ̃ .٣-٣-۴ قضیه

است. آغازی قطعه Έی عنوان به ( V در استاندارد ͳمورل (درخت τ شامل

است. چنین α مرتبه در هم T ∈ τ ∗ هر آنΎاه باشد، V درون F ∗
α اگر که دهیم ͳم نشان نخست برهان.

واق΄ در . V در آن برای نام Έی هم Ṫ و است پادگواهه Έی T ∈ τ ∗ و نباشد چنین که کنید فرض

ما به این که نیستند Έکدامی و هستند Ṫ به متعلق ͳهای فرمول چه که کند ͳنم مشخص دقیقا P عضو Ϳهی

متفاوت تعبیری متفاوت مسیرهای که بطوری بسازیم Ίفرسین های شرط از ͳکامل درخت دهد ͳم اجازه

طوری به باشد A |= ZFC− ͳترایای مدل از ͳمقدمات شمارای زیرمدل Έی B کنیم فرض است. Ṫ از

ͳفروپاش از حاصل مجموعه که B درون را درخت اعضاست. عنوان به F ∗
α و Ṫ ، φ ، P شامل B که

را f کامل مسیرهای و ͳفروپاش تحت P تصویر را P که صورت بدین سازیم. ͳم است، B ͳ΋موستوس

Ṫ که دهد ͳم نتیجه B چون گیریم. ͳم نظر در است، B روی Έژنری-P که Gf ∈ V فیلتر در مشمول

به هم (ͳفروپاش تحت Ṫ (تصویر Ṫ پس ( τ ∗ به داشتنش تعلق دلیل (به شده، فرس بودن ͳشدن برآورده با

در Gf با شده داده Ṫ از تعبیری که کنیم پیدا را Tf Mfاز مدل توانیم ͳم و شده فرس بودن ͳشدن برآورده

باشد. B[Gf ] ⊂ V

بودنش). شمارا دلیل (به کند ͳنم تغییر ͳفروپاش تحت چون است Tf به متعلق هم φ جمله همچنین

توانند ͳم همچنین ( B[Gf ] ⊂ V دیدگاه (از ها مدل این همه ،ͳشدن برآورده رابطه بودن اوست بنابر اما

تناقض ͳکندگ پرآ با که ایم یافته V در φ های مدل از ͳکامل مجموعه ما پس باشند. V دیدگاه از ͳهای مدل

دارد.

منطبق F ∗
α و F̃α ͳیعن متناظرشان های پارک نیز و τ ∗α و τ̃α که دهیم ͳم نشان α روی استقرا با حالا

است. روشن حدی مرحله در برهان بری΋دیΎرند.
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τ ∗α = τ̃α آنΎاه شوند، متناظر α = β + ۱ < ω۲ مرتبه در F ∗
α و F̃α های پارک اگر دهیم ͳم نشان

ͳشدن برآورده و کامل تئوری T ”اگر گزاره که دارد وجود p ∈ P تعریف، طبق . T ∈ τ̃α کنید فرض

دانیم ͳم P ͳنΎهم از استفاده با حالا کند. ͳم فرس را نیست” جازم ماقبل پارک هر در باشد، ( F̃α (برای

آنها پس کند ͳم فرس را ها ͳویژگ این که دارد وجود V ∗ تعریف برای رفته ب΋ار Έژنری فیلتر در q Έی

ͳم صدق V ∗ در τ ∗α به متعلق شده خواسته های ͳویژگ با T که است ͳمعن این به که هستند، درست V ∗ در

کند.

پیشین پارک Ϳهی در و است ͳشدن برآورده و ( F ∗
α (برای است کامل T ͳیعن T ∈ τ ∗α اگر برع΋س،

کند. فرس را ها ͳویژگ این که باشد داشته وجود p ∈ P Ίفرسین شرط باید اینجا بنابراین نیست. جازم

است. τ̃α به متعلق که است گواه p و شود ͳم شناخته V در عضوی عنوان به T برهان، آغاز بحث طبق

برهم α + ۱ مرتبه در های پارک τ ∗α = τ̃α تساوی داشتن با که دهیم نشان باید استقرا، ت΋میل برای

مدل در V ∗ در شده تصدیق های تایپ همه که شود ͳم نتیجه واقعیت این از مطلب این شوند. ͳم منطبق

Ṫ تئوری نام از استفاده جای به که است قبل برهان شبیه مطلب این برهان که هستند V به متعلق τ ∗ های

کنیم. ͳم استفاده p تایپ نام از

و اند بوده شمارا V در موردنظر های تئوری و ها پارک که بینیم ͳم ساده بطور بعلاوه، بخش برای

برای که بΎیریم نتیجه توانیم ͳم V در اول های مدل همینطور ها، تئوری پذیری برآورده بودن اوست طبق

داریم. V در استاندارد ͳمورل درخت روی را ͳسان΋ی های تئوری دقیقا α < ωV۱

-F از ای گردایه T و باشد ℵ۱ حداکثر سایز از Lω۲,ω-پارک Έی F کنید فرض .۴-٣-۴ تعریف

Έاتمی-F Lω۱,ω-تئوری Έی V ∗ در T اگر است Έاتمی-F Έژنری بطور T گوییم ͳم است. جملات

باشد. ͳشدن برآورده

داریم: ٣-٣-۴ قضیه از Ίدرن ͳب پس

است. Έاتمی-F Έژنری بطور T ∈ T̃α تئوری هر ، α < ω۲ هر برای ،V در .۵-٣-۴ لم
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تئوری Έی Ṫ” کند: ͳم فرس را گزاره این که دارد وجود p ∈ P که داریم ٣-٣-۴ قضیه اثبات از

باشد.” ͳم Έاتمی-Ḟα که است ( Ḟα (برای کامل و ͳشدن برآورده

است. ١٢-۴-۴ لم اثبات کلید واقعیت این

ها مدل و ها تئوری پارکها، مستقیم حد ۴-۴

است: قضیه این دادن نشان بخش این در ما هدف

دارد. مدل Έی T آنΎاه باشد، τ̃ = τ ∗ روی تئوری Έی T اگر مدل) وجودی (قضیه .١-۴-۴ قضیه

به هم ها لم این اثبات برای آید. ͳم بدست ١٢-۴-۴ و ١٠-۴-۴ لم از Ίدرن ͳب قضیه این برهان

کنیم. ͳم آغاز استاندارد ن΋ات و مفاهیم با پس داریم. نیاز ͳمقدمات

کنیم: ͳم گذاری اندیس ها اردینال با و گرفته نظر در ͳمستقیم های سیستم اینجا ما

شامل است، شده گذاری اندیس α اردینال با که ها مجموعه از مستقیم سیستم Έی .٢-۴-۴ تعریف

نΎاشت fij : Xi → Xj و هستند مجموعه ها Xi ، i < j < k < α هر برای که است ͳهای (Xi, fij)

کنند. ͳم صدق fik = fjkofij و fii = id در که ͳهای

fi : Xi → X∗ کنیم ͳم فرض i < α هر برای و دهیم ͳم نشان X∗ با را ͳسیستم چنین مستقم حد

باشد. ͳکانون نΎاشت دهنده نشان

اگر است پیوسته شده، گذاری اندیس α با که (Xi, fij) مستقیم سیستم Έی گوییم ͳم تعریف۴-۴-٣.

نΎاشت i < β هر برای و باشد Xβ با برابر (Xi, fij)i<β مستقیم حد β < α ناصفر اردینال هر برای

باشد. fiβ با برابر fi ͳکانون

نویسیم ͳم T ∗
α بجای است، ی΋نواخت α در برهان این چون بΎیرید. نظر در را F ∗

α پارک در T ∗
α تئوری

. F نویسیم ͳم هم F ∗
α بجای و T
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ϕ و τ-نماد هر ، F ، T شامل که باشد ω۱ سایز از ZFC− از ͳترایای ͳمدلA فرضکنید تعریف۴-۴-۴.

شمارای ͳمقدمات های زیرمدل از پیوسته ͳافزایش زنجیر Έی (Ai|i < ω۱) فرضکنید اعضاست. عنوان به

pi : Ai → Ai کنیم ͳم فرض i < ω۱ هر برای باشند. A۰ اعضای ϕ و τ-نماد هر ، F ،T که باشد A

πij = pjop
−۱
i با را πij : Ai → Aj ͳمقدمات نشاندن ، i < j اگر باشد. Ai از ͳ΋موستوس ͳفروپاش

داشت. خواهیم

(Fi, πij) پیوسته مستقیم یΈسیستم β < ω۱ طول به پارکهای از مستقیم یΈسیستم تعریف۵-۴-۴.

در i < j < β هر برای πij های نΎاشت و است L∞,ω(τi) از شمارا ͳپارک Fi هر i < β برای که است

کنند: ͳم صدق زیر موارد

است؛ ͳهمان ͳاتم های فرمول روی πij •

و شود؛ ͳم جابجا ¬,∧,∨, ∃ از Έهری با πij •

،θ(x) ∈ Fi هر برای •

دارند؛ ی΋سان آزاد متغیرهای πij(θ) و θ -

و باشد؛ (ͳعطف) ͳفصل ترکیب πij(θ) اگر تنها و اگر است (ͳعطف) ͳفصل ترکیب Έی θ -

باشد. πij(θ) از (ͳعطف) ͳفصل ͳترکیب πij(ϕ) اگر تنها و اگر است θ از (ͳعطف) ͳفصل ͳترکیب ϕ -

که طوری به است حد دارای β طول از (Fi, πij) های پارک از پیوسته مستقیم سیستم هر .۶-۴-۴ ن΋ته

است. ها τα اجتماع τ ∗ که دارد وجود L∞,ω(τ
∗) از F ∗ پارک

، ϕ ∈ Fi و i < j هر برای که دارد وجود πi : Fi → F ∗ نΎاشت Έی ، i < β هر برای ͳیعن

. πi(ϕ) = πj(πij(ϕ))

کمتر طول با شمارای های پارک از پیوسته مستقیم سیستم Έی (Fi, πij) کنید فرض تعریف۴-۴-٧.

باشد. τi-ساختار ΈیMi ، i هر برای و است β ≤ ω۱ از

همه و ها θ(x) ∈ Fi همه برای اگر است ͳمقدمات-πij نΎاشت Έی σij : Mi → Mj نΎاشت .١
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: a ∈M lgx
i

Mi |= θ(a) ⇐⇒Mj |= πij(θ)(σij(a))

مستقیم یΈسیستم از سازگاری زوج ها، مدل و پارکها از (Fi, πij,Mi, σij) مستقیم یΈسیستم .٢

، i < j < β هر برای که است (σij,Mi) τi-ساختارهای از ͳمستقیم سیستم و (Fi, πij) های پارک از

است. ͳمقدمات- πij ، σij

آید: ͳم بدست مستقیم حد تعریف از ͳبدیه طور به زیر لم

مستقیم حد هاست. مدل و ها پارک از مستقیم سیستم Έی (Fi, πij,Mi, σij) کنید فرض .٨-۴-۴ لم

که: طوری به است πi-نشاندن Έی σi که دارد وجود (F ∗, πi,M
∗, σi)

σi = σjσij∀i < j < β .١

است. σi از تصویری ∗Mدر عضو هر بزرگ، ͳکاف بقدر i < β هر برای .٢

a ∈Mi و ψ ∈ Fi برای .٣

Mi |= ψ(a) ⇐⇒M∗ |= πi(ψ)(σi(a))

نیز و باشد Fi ͳاتم مدل ΈیMi هر اگر است ͳاتم (Fi, πij,Mi, σij) مستقیم سیستم تعریف۴-۴-٩.

باشد. Fj-کامل Έی πij(θ(v)) ∈ Fj اگر تنها و اگر گوییم Fi-کامل را θ(v) ∈ Fi فرمول

کنیم: ͳم ͳبررس را ͳاساس و مهم ͳموضوع حالا

(F ∗, πi,M
∗, σi) مستقیم حد با ͳاتم مستقیم سیستم Έی (Fi, πij,Mi, σij) کنید فرض .١٠-۴-۴ لم

-کامل F ∗ ، πi(θ(v)) ∈ F ∗ اگر تنها و اگر است Fi-کامل ، θ(v) ∈ Fi و است ͳاتمM∗ آنΎاه باشد.

باشد.

کند، ͳم حفظ را ͳمتناه ͳبول ترکیبات πi چون آنΎاه نباشد، Fi-کامل ، θ(v) ∈ Fi اگر برهان.

نیست. -کامل F ∗ تصویر، گرفتن نظر در با πi(θ(v)) ∈ F ∗
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. χ ∈ F ∗ و باشد Fi-کامل ، θ(v) ∈ Fi کنید فرض برع΋س،

است، کامل πij(θ) که آنجا از . πj(ψ) = χ داریم ای ψ ∈ Fj و ای j > i برای

Mj |= (∀v)πij(θ)(v) → ψ(v)Mj |= (∀v)πij(θ)(v) → ¬ψ(v)

آنΎاه باشد، درست نخست گزاره کنیم ͳم فرض کلیت، از شدن کم بدون

M∗ |= (∀v)πi(θ)(v) → χ(v)

خواستیم. ͳم که چنان

T آنΎاه باشد. ℵ۱ کاردینال از τ نمادگان در کامل اول مرتبه تئوری T کنید فرض .١١-۴-۴ نتیجه

دارد. ℵ۱ در ͳاتم مدل Έی

کنیم. ͳم ترتیب خوش ω۱ اردینال با ای دنباله همانند را τ نمادهای نخست برهان.

واق΄ لیست در عضو i اولین درون که باشد ͳنمادهای آن شامل τi کنیم ͳم فرض ، i < ω۱ هر برای

τ-فرمول هر برای چΎالند، ایزوله های تایپ که آنجا از باشد. Lω,ω(τi) ، Fi کنیم ͳم فرض و شوند ͳم

مجموعه که است روشن . T + ψ |= ϕ که دارد وجود ψ کامل فرمول Έی است سازگار T با که ϕ

C = {i < ω۱ : دارد وجود کامل ψ ∈ Fi Έی سازگار Fi-فرمول هر {برای

بدین ما ͳاصل لیست که کرد فرض توان ͳم مجدد، گذاری اندیس با بنابراین است. بی΋ران و بسته ω۱ در

بنابر چون .Ti = T ∩Fi دهید قرار . i < j < ω۱ برای πi,j = id که کنیم ͳم فرض حالا است. صورت

چΎالند، که است ای ایزوله های تایپ از دسته آن برای شمارا تئوری Έی Ti هر ما، مجدد گذاری اندیس

با T از M∗ ͳاتم مدل Έی وجود . Mi |= Ti که کنیم انتخاب ͳاتم و شمارا Mi Έی توانیم ͳم پس

شود. ͳم نتیجه ١٠-۴-۴ لم از Ίدرن ͳب ℵ۱ کاردینال

رود. ͳم ب΋ار نیز یافته گسترش ͳمورل درخت های تئوری برای م΋انیزم این دهیم ͳم نشان حالا و
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طور به که ͳکامل-F تئوری T و باشد ℵ۱ کاردینال با Lω۲,ω از ͳپارک F کنید فرض .١٢-۴-۴ لم

در تئوری Έی Ti که دارد وجود ((Fi, Ti, πij) : i < ω۱) مستقیم سیستم Έی آنΎاه است. ͳاتم Έژنری

. (F, T ) با است برابر ((Fi, Ti, πij) : i < ω۱) مستقیم حد که طوری به است Fi پارک

σij نشاندن Έی و دارد Mi ͳاتم مدل Έی پس است ͳاتم تئوری Έی Ti ، i هر برای این بر افزون

مدل Έی (Mi, σij : i < ω۱) حد و است ͳاتم مستقیم سیستم Έی (Fi, πij,Mi, σij) پس . Mj درون

است. ℵ۱ کاردینال از T از

مدل Έی ͳمقدمات های زیرمدل از را ⟨Ai|i < ω۱⟩ پیوسته زنجیر ۴-۴-۴ تعریف مانند هم باز برهان.

مدل اعضای ϕ نیز و τ-نماد هر و T, F, طوری΋ه به سازیم ͳم ، ω۱ حداکثر سایز از ZFC− ͳترایای

از ͳ΋موستوس ͳفروپاش pi : Ai → Ai کنیم ͳم فرض i < ω۱ هر برای باشند. A۰ ، (زنجیر) نخستین

این ͳدرست ͳبررس . πij = pjop
−۱
i که داریم πij : Ai → Aj ͳمقدمات نشاندن Έی i < j اگر باشد. Ai

است. سرراست هاست، پارک از مستقیم سیستم Έی (Fi, πij : i, j < ω۱) که

. θ =
∧
x∈X χx ∈ Fi که کنید فرض مثال برای

، x ∈ pi(X ∩ Ai) هر برای حالا است. ͳعطف ͳترکیب θ که دریافت توان ͳم ͳمقدمات نشاندن بنابر

دیΎر عبارت به Aj |= πi,j(χx) ∈ πi,j(X) است، ͳمقدمات نشاندن Έی πi,j چون پس Ai |= χx ∈ X

است. x ∈ pi(X ∩ Ai) هر برای πi,j(θ) از ͳعطف ͳترکیب πi,j(χx)

ͳاتم Έژنری طور به F-تئوری Έی T که ایم کرده فرض قبلا ما . Ti = pi(T ) ∈ Ai کنید فرض

Ti ، i هر برای پس شود. ͳم حفظ ͳمقدمات ارزی هم با ͳویژگ این ،Ίفرسین پذیری تعریف بنابر است؛

PAi برای را G Έژنری-Ai Έی V در توانیم ͳم شماراست، Ai چون است. Ai در ͳاتم Έژنری بطور

فرض بود. شده ساخته V Miدر اما Miاست. ͳاتم مدل Έی با ͳاتم تئوری Έی Ti ، Ai[G] در بسازیم.

است.) Ti ͳاتم کامل Fi-تئوری ی یافته گسترش Tj چون دارد وجود σij ) . σij :Mi →Mj کنید:

است، ͳمقدمات πij چون
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Mi |= θ(a) ⇐⇒Mj |= πij(θ)(σij(a))

داریم: ، ψ ∈ Fi هر برای مشابه طور به

πij(ψ) ∈ Tj ⇐⇒ ψ ∈ Ti

πij(θ) آنΎاه باشد، Fi-اتم Έی θ ∈ Fi اگر است، ͳمقدمات ͳویژگ Έی بودن اتم که آنجا از اساسا

بنابراین است). Aj در Fj نیز و Ai در Fi با همراستا F ∈ A۰ (چون است. Tj در Fj-اتم Έی

دارد وجود M∗ مستقیم حد Έی ١٠-۴-۴ لم بنابر است. ͳاتم مستقیم سیستم Έی (Fi, πij,Mi, σij)

است. T = T ∗ از ͳاتم مدل Έی که

پرسش دو ۵-۴

دیΎر عبارت به باشد. وات انΎاره پادگواهه Έی φ ∈ Lω۱,ω فرضکنید وات. انΎاره به گردیم ͳبرم هم باز

گفت؟ سخن توان ͳم φ ناشمارای های مدل درباره اندازه چه شمارا. مدل تا ناشمارا با است پراکنده φ

ℵ۱ کاردینال از φ از ͳهای مدل همیشه دادند نشان که آمد دست به ͳک Έم و Έهارنی توسط اولیه نتای;

دارند. وجود

Mاز |= φ باشد. وات انΎاره پادگواهه Έی φ کنید فرض [٨] (ͳک Έم - Έهارنی) .١-۵-۴ قضیه

نیست. شمارا مدل Έی با ارز L∞,ω-هم که دارد وجود ℵ۱ کاردینال

تعریف را نیمال ͳم پادگواهه نام به ͳمفهوم قضیه این اثبات برای ͳک Έم و Έهارنی است ͳگفتن

رفت. ب΋ار هم وات انΎاره برای دیΎری نتای; در بعدها که کردند

ͳم ای پادگواهه φ گوییم ͳم باشد. وات انΎاره پادگواهه Έی φ ∈ Lω۱,ω کنید فرض تعریف۵-۴-٢.

شمارا مدل شمارا تعدادی حداکثر φ ∧ ¬ψ یا و φ ∧ ψ یا ، ψ ∈ Lω۱,ω جمله هر برای اگر است نیمال
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باشد. داشته

.θ |= φ که دارد وجود θ نیمال ͳم پادگواهه Έی است، وات پادگواهه Έی φ اگر ([١۶]) .٣-۵-۴ لم

انΎاره پادگواهه کرده اثبات که شد پیدا هم هرینΎتون از ای نشده چاپ نتیجه در مجددا ن΋ته این

تئوریست مدل بیشتر که ͳحال در دارد. ω۲ از کمتر ͳول بزرگ دلخواه به اس΋ات رتبه با ͳهای مدل وات،

انΎاره اثبات فریبنده ام΋ان یورت، قضیه کنار در هرینΎتون نتیجه شود، ͳم رد وات انΎاره دارند باور ها

دهد. ͳم افزایش یورت قضیه با تناقض و ℵ۲ سایز از ͳمدل ساختن برای هرینΎتون نتیجه تقویت با را وات

داریم. ℵ۲ سایز از مدل ساختن برای خوب Έنی΋ت ͳکم تعداد البته

اس΋ات رتبه از ͳهای مدل ϕ آنΎاه باشد، وات انΎاره پادگواهه Έی ϕ اگر (هرینΎتون) .۴-۵-۴ قضیه

دارد. ω۲ از کمتر بزرگ ͳکاف بقدر α برای α

بنابر کنیم. ͳم انتخاب ͳمورل Έژنری درخت روی را α بلندی از Tα تئوری ، α < ω۲ هر برای برهان.

دارد ℵ۱ کاردینال از ͳمدل T که گفت توان ͳم ١٢-۴-۴ لم با است. ͳاتم Έژنری بطور Tα ،۵-٣-۴ لم

دارد. α کم دست اس΋ات رتبه Tα از مدل هر که دهد ͳم نشان ٢-١-۴ لم نهایت در و

است: صورت بدین ها، اول مرتبه برای بالدوین و شلاه از ͳنتایج که بدانید است خوب

برای ای پادگواهه که باشد شمارا زبان Έی در اول مرتبه کامل تئوری Έی T کنید فرض .۵-۵-۴ قضیه

. I(T,ℵ۱) = ۲ℵ۱ آنΎاه است. وات انΎاره

نیست. ω-پایدار ، T پس است. کرده ثابت ω-پایدار های تئوری برای را وات انΎاره شلاه برهان.

ℵ۱ کاردینال از نای΋ریخت مدل ۲ℵ۱ نباشد، ω-پایدار که تئوری Έی که کرد ثابت همچنین شلاه اما

دارد.

نامم΋ن و ͳنیافتن دست بسیار نخست پرسش که رسانیم ͳم پایان به را پژوهش این پرسش دو با اکنون

رسد: ͳم نظر به
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ͳ΋ی که ای گونه به کنیم اصلاح ℵ۱ در مدل دو ساختن برای را ۴-۵-۴ قضیه برهان توانیم ͳم آیا

بربΎیرد؟ در سره طور به را دیΎری بتواند

دهد. ͳم نتیجه را وات انΎاره همان این نخست، بخش دو نتای; بنابر چون است بعید گوییم ͳم

از ͳبرخ که داده نشان بالدوین گفتیم، که آنچه بنابر رسد، ͳم نظر به تر ͳیافتن دست دیΎر پرسش

ما دارد. ℵ۱ در مدل ۲ℵ۱ وات، انΎاره از اول مرتبه پادگواهه هر که دهد ͳم نتیجه نهایت در شلاه کارهای

۲ℵ۱ به را آن توان ͳم آیا دارد. ℵ۱ در مدل ℵ۲ وات، انΎاره Lω۱,ω-پادگواهه هر که ایم داده نشان فقط

داد؟ گسترش

ͳتاریخ گذری ۶-۴

شیفته ͳجوان در گشود. جهان به چشم کالیفرنیا در ١٩٢۶ سال آپریل چهارم در وات، لاوسون رابرت

زمان در کرد. شروع پومونا دانش΋ده در را خود تحصیلات ͳΎسال ١۶ در او بود. پیانو نواختن و ͳموسیق

سپس شد. التحصیل فارغ Έفیزی رشته در ١٩۴۵ در و شد آمری΋ا ͳدریای نیروی وارد دوم ͳجهان Ίجن

با C∗ جبر زمینه در ابتدا کرد. آغاز را ͳبرکل دانشΎاه در ریاضیات دکتری دوره در تحصیل ١٩۴۶ در

زمینه در کار به شروع ͳ΋تارس نظارت تحت ،ͳکل رفتن از بعد اما کرد ͳم کار توپولوژیست ͳکل جان

در تحصیل سال چهار گذراندن از پس کرد. ت΋میل ١٩۵۴ در را خود نامه پایان و نمود ͳریاض منطق

از ماند. ͳباق اش ͳΎبازنشست ١٩٩١ سال تا و بازگشت ͳبرکل به ١٩۵٨ سال در وی واشنΎتن، دانشΎاه

برد. نام را نایت جولیا و سیلور Έج توان ͳم او بنام شاگردان جمله

شدند. فرزند دو صاحب و کرد ازدواج ماکا مریلین با وات ،١٩۵٧ سال در

کردند. ͳمعرف را ها مدل نظریه در تارسͳ΋-وات آزمون و ͳمقدمات های زیرمدل ،ͳ΋تارس و وات

تا کردند مطالعه اول مرتبه های تئوری شمارای های مدل تعداد مبحث روی ،ͳمورل با همراه وات همچنین

نوشتن و بود، ͳکارشناس مقط΄ در توانا معلم Έی وات گویند ͳم آمد. بوجود وات معروف انΎاره که ͳجای

توانمندی این بر ͳدلیل او مجموعه نظریه کتاب بود. روشن ͳبیان و ظرافت با همراه شاگردانش برای او
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است.

درگذشت. کالیفرنیا در ،٢٠٠٢ آپریل ٢ در سرانجام
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Abstract

We describe a model theoretic proof that if there is a counterexample to Vaught’s

conjecture there is a counterexample such that every model of cardinality ℵ1 is

maximal (strengthening a result of Hjorth’s). In the process we analyze Hjorth’s

sentence for characterizing ℵ1. We also describe a new proof of Harrington’s

theorem that any counterexample to Vaught’s conjecture has models in ℵ1 of

arbitrarily high Scott rank below ℵ2. Actually, we have determined three ways

which are false leads towards solving Vaught’s conjecture, the first is method-

ological, the second two are false leads towards the proof.
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