0

ŚŞ ùŘÂÞû öŊ ýŚûĆþÂÑœ Âþě ø ĄœŚßŢ ñøŘ Ćb śŮÂõ ŠŚÆ§ üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ďć ÍśŮÂõ Ćb ÜßÆõ ÀĂİ

ýÂČĂõ üÌŮÂõ

ŰŚČőŚþď ø ýÂÑœ ŒþÃČê ŰŚÖČÖ¡Ů ÃîÂõ ø üţÈúŞ ÀČúł ùŚÚÈœŘć ezmoniri@ipm.ir

:ùÀČØİ ćÂî ÝČûŘĄą ùďŚłŘ ,SSČĂżÞû .ťłŘć ÝČûŘĄą ŠŚÆ§ ñøŘ ĆśŮÂõ ýŚû ĆþÂÑœ ÂŞ ýďø Âõ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć ŚúţœŘ ďć .ÀœďŘć ĆśĺŚ¡õ üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ŚŞ üĺŚĺŘ ýŚûŕŚśŮďŘ ŠŚÆ§ ÓČãő ýŚû ĆþÂÑœ Âþě Ćî .ćÂî ÝČûŘĄą ŠŚÆ§ ýćĄúł ñøŘ ĆśŮÂõ ýŚûĆþÂÑœ ĆŞ ýŘùďŚłŘ

Ćb þÂÑœ ÀĂţąŘćÂŢ öŊ Ćb ãóŚÎõ ĆŞ öŚœŘćÕÎĂõ Ćî ŰŚČőŚþď ěŘ üþŚúţÞÆì SSČţÆ£œ ěŘ üØþ ùbÃČÚœŘ (ŚûĆäĄÞźõ Ćb þÂÑœ ĆţśóŘ ø) üãČśÏ ćŘÀäŘ ńŘĄą Ćb ãóŚÎõ âìŘø ďć .ćĄŞ üãČśÏ ćŘÀäŘ SSþŘ ÛČóć .ćĄŞ ÝţÆČŞ öÂì ÛþŘøŘ ø ÝûćěĄœ öÂì ÂąŘøŘ ďć üőŚþď ÕÎĂõ öŘďŘÁðöŚČĂŞ üÜňŘ .ÀœćĄŞ ÛþŚì ŰŚČőŚþď Ûî ýŘÂŞ üþŚûĆþŚŢ öŘĄĂäĆŞ ŚûĆąŚł SSþŘ ýŘÂŞ öŚœŊ Ćî ćĄŞ üţČÞûŘ ÂõŘ ďć Řď ŠŚÆ§ ýŘÂŞ ćĄą éø Âãõ áĄőĄõ ñĄňŘ ,üþŚČóŚţþŘ öŘćÕÎĂõ ø öŘćüőŚþď ,^1ĄœŚßŢ ø ćŘÀäŘ ĆŞ ŘÂþě ÀœćĄŞ ôøć Ćb śŮÂõ ,Śõ ÂČśãŮ ĆŞ ,ñĄňŘ SSþŘ .ćÂî üêÂãõ ýćĚČõ 1889 ñŚĺ ĄœŚßŢ ŠŚÆ§ ěŘ ďĄÑĂõ ,ÂőŚ§ ñŚ§ ďć .ÀœćĄŞ ÍśŮÂõ ćŘÀäŘ ÛõŚł ýŚûĆäĄÞźõ SSČĂżÞû .ťĺŘ ĄœŚßŢ Ćb ÜČĺøĆŞ ùÀł đÂÎõ ñĄňŘ ñøŘ Ćb śŮÂõ ÂČÑœ ,(PA)

Peano^1

1

ĄœŚßŢ (ñøŘ Ćb śŮÂõ) ŠŚÆ§ .1

.ÝþěŘćÂŢ üõ ñøŘ Ćb śŮÂõ ŰĎĄÞ¡õ ÕÎĂõ ùŚÚţĺć ďć ĄœŚßŢ ŠŚÆ§ üêÂãõ ĆŞ ťÞÆì SSþŘ ďć L âìŘø ďć) ťĺŘ L = {0, 1, +, ·, <} ,PA Ćb ãóŚÎõ ýŘÂŞ řĺŚĂõ (ñøŘ Ćb śŮÂõ) öŚŞě Œþ ñĄňŘ Ćb äĄÞźõ DOR^+ .(ťĺŘ ÂÑœ ćďĄõ öŚŞě üóĄÞ¡õ ø üãŞŚŮ ,ťŞŚŹ ýŚûćŚÞœ Ćb äĄÞźõ ëĄê öŚŞě ďć řŮÂõ ĆţÆÆð ďĄÏĆŞ ø ďŘÀØþ ø üþŚźŞŚŻ ýŚûĆÖÜ§ ťśůõ ýŚúţÞÆì áĄőĄõ ø ŠÂő ø âÞŻ üóĄÞãõ ńŘĄą Ćb äĄÞźõ öŚÞû ÃŻ ťÆČœ ýÃČİ DOR^+ âìŘø ďć .ťĺŘ ÛňŘ ø âÞŻ öćĄŞ üþŚźŞŚŻ ∀x, y (x + y = y + x) ÛňŘ ñŚůõ ýŘÂŞ .üãČśÏ ćŘÀäŘ řČŮÂŮ PA^− ŚŞ Řď DOR^+ .ÀĂîüõ öŚČŞ Řď řČŮÂŮ öćĄŞ üÎą ∀x, y (x < y ∨ x = y ∨ y < x) .ÀĂûćüõ öŚÈœ ÃČœ ÛØł ĆŞ ýďĄň ÂČè ŰďĄňĆŞ ÛňŘ SSþŘ .ťĺŘ ÛõŚbŮ üÞî ĆŞ ěŚČœ ,ŔŘÂÖţĺŘ ÛňŘ öŚČŞ ýŘÂŞ :ťĺŘ ùÀł öŚČŞ Âþě n ∈ A ÂðŘ ,n üãČśÏ ćÀä Âû ýŘěŘĆŞ ø 0 ∈ A ÀČĂî ŋÂê ŚfĂÞő .A ⊆ N ÀČĂî ŋÂê” “A = N ŰďĄňSSþŘ ďć . n + 1 ∈ A ùŚðöŊ ýø ď üõĄÞä ýďĄĺ ÛõŚł (Śf¡þĄÜŮ) ŘÂþě ,ťÆČœ ñøŘ Ćb śŮÂõ ÕÎĂõ ďć öŚČŞ ÛŞŚì ëĄê ÛňŘ :ťłŘć ÀûŘĄą Řď Âþě ÛØł ÛňŘ SSþŘ ñøŘ ĆśŮÂõ ÂČÑœ .ťĺŚûĆäĄÞźõ I_xφ : [φ(0) ∧ ∀x (φ(x) −→ φ(x + 1))] −→ ∀x φ(x) .(ÂÚþć üóŚÞţ§Ř ćŘěŊ ýŚûÂČçţõ ø) x ćŘěŊ ÂČçţõ ÛõŚł ,φ ñĄõÂê Âû ýŘěŘĆŞ ÛňŘ üûŚĂţõŚœ ýćŘÀãŮ ÛõŚł Ćî ÝČţÆû ĆŻŘĄõ üäĄőĄõ ÛňŘ đÂÏ Œþ ŚŞ Śõ âìŘø ďć ŘbÂÖţĺŘ ýďĄň ÂČè ÛňŘ ěŘ ÂţÞî ďŚČÆŞ üŮďÀì ,ñĄňŘ ěŘ üûŚĂţõŚœ Ćb äĄÞźõ SSþŘ ŚõŘ .ťĺŘ ďć ŚúóĄõÂê Ćb Þû Ćb äĄÞźõ üóø ťĺŘďŚÞłŚœ N ýŚûĆäĄÞźõ Âþě Ćb äĄÞźõ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ;ćďŘć .ťĺŘ ŘďŚÞł ,L öŚŞě :ťĺŘ (PA)ĄœŚßŢ ñøŘ Ćb śŮÂõ ŠŚÆ§ öŚÞû ëĄê ùbÀł đÂÎõ ñøŘ Ćb śŮÂõ ñĄňŘ Ćb äĄÞźõ

P A = DOR^+ ∪ ŔŘÂÖţĺŘ

Õ Î Ă õ ùŚ Ú ţ ĺć ďć ëĄ ê ñĄ ňŘ ùŚ ðÂ û ,PA ⊢ φ ,À Ă îü õ ť ŞŚ Ź Řď φ öĄ İ ü óĄ õÂ ê PA ŠŚÆ§ ýďĄň ÂČè ùŚÚţĺć ĆŞ ťśÆœ PA Óãő SSČÞû .ÀĂî ťŞŚŹ Řď φ ñøŘ Ćb śŮÂõ ŰĎĄÞ¡õ (üţ£þÂØþ řþÂÖŮ ŚŞ) üþŚţØþ öćŘć öŚÈœ ýŘÂŞ üóĄÞãõ ýŚûŰŚśŹŘ ćĄłüõ űäŚŞ Ćî ťĺŘ .ÀĂĂØœ ďŚî PA ćďĄõ ďć ,ÂČąŘ ùŚÚţĺć ýŚûñÀõ

ŠŚÆ§ ýŘÂŞ ùÀœŚţĺŘŚœ ýŚûñÀõ ćĄŻø .2

ü óĄ Þ ã õ ř Č ŮÂ Ů ø ŠÂ ő ø â Þ Ż Ś Ş ü ã Č ś Ï ćŘÀ äŘ Ćb äĄ Þ ź õ ,PA ýŘÂ Ş ùÀ œŚ ţ ĺŘ ñÀ õ öŚÈœ ŚûöŊ Ćb ĂČõě ýŚûĆäĄÞźõ ŚŞ Řď ŚûñÀõ ,ÀãŞ ĆŞ ŚŻSSþŘ ěŘ .⟨N, 0, 1, +, ·, <⟩ :ťĺŘ öĄİ ŚłĄŢ ø ŒþĆŞŒþ üãŞŚŮ ùŚðÂû ÝČþĄð ť£þÂØþ Řď PA ěŘ M^′ ø M ñÀõ øć .ÝČûćüõ ø âÞŻ ,f ø f(1_M ) = 1_M ′ ,f(0_M ) = 0_M ′ ĆîýďĄÏ ĆŞ ÀłŚŞ ćĄŻĄõ f : M −→ M^′ .ÀĂî ÐÔ§ Řď řČŮÂŮ ø ŠÂő , ⃗a ∈ M^n Âû ø L öŚŞě ďć φ(⃗x) ñĄõÂê Âû ýŘěŘĆŞ ùŚðöŊ ÀĂłŚŞ ť£þÂØþ M^′ ø M ÂðŘ ŚźĂþŘ ďć .M^′ |= φ (f(⃗a)) ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ( φ(⃗a) Ćb ÜÞŻ ýŘÂŞ ťĺŘ üóÀõ M) M |= φ(⃗a) .ťĺŘ x_1, . . . , x_n Ćb óŚśœć ⃗x ěŘ ďĄÑĂõ Śf§ĚÎňŘ , N ćďĄõ ďć ťĺďć ýŚûĆÜÞŻ Ćb äĄÞźõ Ćî ćĄŞ öŊ ,PA üêÂãõ ýŘÂŞ ĆČóøŘ éÀû PA .ťÆČœ SSØÞõ ďŚîSSþŘ Ćî Àł ôĄÜãõ ýćøěĆŞ ŚõŘ ,ÀĂî É£Èõ ŚţØþ ďĄÏĆŞ Řď , Th(N) řÜÎõ SSþŘ .ÀĂţÆČœ ť£þÂØþ N ŚŞ Ćî üþŚûñÀõ üĂãþ ,ťĺŘ ùÀœŚţĺŘŚœ ýŚûñÀõ ýŘďŘć Ćb ČÌì üĂãþ ,üőŚþď ÕÎĂõ üĺŚĺŘ ýŚûĆČÌì ěŘ üØþ ěŘ ýŘĆźČţœ öŘĄĂäĆŞ öŘĄŮüõ Řď ýŘďŘć üûŚĂţõ öŚŞě Œþ ďć ýŘĆþÂÑœ ÂðŘ ,ĆČÌì SSþŘÂŞŚĂŞ .ćďøŊ ťĺćĆŞ ÝóĄØĺŘ-ÝþŚúœøĄó ùŘĄ£óć üûŚĂţõŚœ üÜňŘ ćÀä Âû ěŘ üþŚûñÀõ ýŘďŘć ùŚðöŊ ,ÀłŚŞ üûŚĂţõŚœ ýŘďŚÞł üóÀõ ÿþŚţœ .ÀĂłŚŞ ť£þÂØþ ÀĂœŘĄŮüÞœ ÃðÂû ŰøŚÔţõ üÜňŘ ýŚûćÀä ŚŞ ýŚûñÀõ .ćĄŞ ÀûŘĄą ýŚûñÀõ Ćb äĄÞźõ Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ Ěf ůõ .ťĺŘ ťĺć ďć ĆĂČõě SSþŘ ďć ÃČœ ýÂŮýĄì .ťĺŘďŚÞłŚœ ,PA ť£þÂØþ ÂČè ýŘďŚÞł Âû ćďĄõ ďć öŘĄŮüõ Řď (PA ýŚûñÀõ öćĄśœ ŚţØþ ćďĄõ ďć) ëĄê Ćb źČţœ Ćî ťĺŘ SSłø ď .ćďøŊ ťĺćĆŞ ÃČœ ,PA ýŚŻĆŞ ,ŠŚÆ§ ýŘÂŞ áĄőĄõ ñĄňŘ ěŘ ÂÚþć Ćb äĄÞźõ ýŘÂŞ ùÀœŚţĺŘŚœ ćŚþě üêŚî ùběŘÀœŘ ĆŞ ýŚûñÀõ ćĄŻø ø Śśþě ø üãČśÏ ťĺŘ üûŚÚţĺć PA öŚœŘćÕÎĂõ ýŘÂŞ âČĺø üŮŚÖČÖ¡Ů ÂČÆõ Œþ öÀł ěŚŞ űäŚŞ ŘÂþě ,ťĺŘ üóŚ¡łĄą řŻĄõ öŊ .ťĺŘ üœÀœŘĄą ďŚČÆŞ ćďĄõ SSþŘ ďć [K2] âŻÂõ .ťĺŘ ŚûñÀõ SSþŘ Ćb ãóŚÎõ öŚÞû Ćî ťĺŘ ùÀł öŊ ěŘ Ûśì üóø Àł ÀûŘĄą ùďŚłŘ PA ýŚûñÀõ ńŘĄą SSþÂţÞúõ ěŘ ŚŮ ÀĂİ ĆŞ SSČþŚŢ ďć .ÝČĂîüõ ďø Âõ Řď^2ñÀð ťČõŚÞŮŚœ éø Âãõ ďŚČÆŞ ýŚûĆČÌì

ñÀð ťČõŚÞŮŚœ ýŚûĆČÌì .3

?ćďŘć Řď (N ñÀõ ďć) ťĺďć üŞŚÆ§ ŰĚÞŻ Ćb Þû ŰŚśŹŘ üþŚœŘĄŮ PA ŚþŊ ýŚûĆČÌì üõŚÞŮ ýŘÂŞ ùÀł ĆŐŘďŘ ýŚûŰŚśŹŘ ø ćďŘć ýćŚþě ŰďÀì PA Ćî ťĺŘ ùÀł ôĄÜãõ Ďf ĄÞãõ ŚûýěŚĺýďĄň ĆœĄð SSþŘ ĆţśóŘ .ćÂî ýďĄň PA ďć öŘĄŮüõ Řď ćŘÀäŘ üŮŚõÀÖõ Ćb þÂÑœ üûŚĂţõŚœ ěŘ ýďĄň ŰŚśŹŘ Œþ ÀČœŘĄŮüõ ,ñŚůõ öŘĄĂäĆŞ .ťĺŘ ćŚþě ŰŚČŐÃŻ ýŘďŘć ø ÂĺćďćÂŢ PA ⊢ ∀x ∃y (y > x ∧ prime(y)) :À Č Ă Č śŞ [K2, 5.3] ďć Řď ñøŘ ćŘÀ äŘ Ćb äĄ Þ ź õ öćĄ Ş ĆîüþŚŻ prime(y) ←→ (y ⩾ 2 ∧ ∀z, w (y|zw −→ (y|z ∨ y|w))) ø x|y ←→ (∃z ⩽ y (xz = y) ∧ x ≠ 0) PA ýďŚðěŚĺ ŋÂê ŚŞ Ćî ťĺŘ řÜÎõ SSþŘ öŚČŞ ñÀð ťČõŚÞŮŚœ ñøŘ Ćb ČÌì ,ñŚ§ Âû ďć ťĺďć Ćî ťĺŘ ćĄŻĄõ φ öĄİ ŠŚÆ§ öŚŞě ďć ýŘĆÜÞŻ üĂãþ ,ťĺŘ üÔĂõ ëĄê ñŘĄbĺ ŠŘĄŻ Œþ ěŘ üÊ£Èõ ñŚůõ ñÀð ťČõŚÞŮŚœ ôøć Ćb ČÌì .^3ćďŘÀœ ŘďöŊ ŰŚśŹŘ üþŚœŘĄŮ PA üóø ťĺŘ

Gödel^2 PA ťČõŚÞŮŚœ Řď üţČňŚą SSČĂİ ŚŞ φ ćĄŻø . PA ⊬ ¬ φ ø PA ⊬ φ ñÀð Ćb ČÌì ÂŞŚĂŞ Ćð ťĺŘ ĳőŘø^3 ñøŘ Ćb śŮÂõ Ćb þÂÑœ Œþ T ÂðŘ .ćø ďüõ ďŚî ĆŞ ÃČœ ýÂÚþć ýŚĂãõ ĆŞ üőŚþď ÕÎĂõ ďć ťČõŚÞŮ Ćb ÞÜî .ÀĂõŚœ üõ ćĄŞ ťĺďć T ěŘ ñÀõ Âû ďć ψ öĄİ ýŘĆÜÞŻ ÂðŘ Ćî ÀłŚŞ ÃČœ üĂãõ SSþŘ ĆŞ ÀœŘĄŮüõ T ťČõŚÞŮ ùŚðöŊ ÀłŚŞ Ćb ČÌì öŚÞû řÜÎõ SSþŘ .ťĺŘ ôŚÞŮ (PA ĆÜÞŻ SSõ) ñøŘ Ćb śŮÂõ Ćb þÂÑœ Âû ôĄúÔõ SSþŘ ĆŞ . T ⊢ ψ ùŚðöŊ ñÀð Ćb ÜČĺĄŞ ďŚŞ ñøŘ ÃČœ ťČõŚÞŮ Ćb ČÌì Ćî ÀČœŘÀŞ ťĺŘ řóŚŻ .ťĺŘ ñøŘ Ćb śŮÂõ ŰĎĄÞãõ ÕÎĂõ (ýĄì) ťČõŚÞŮ .ťĺŘ ùÀł ťŞŚŹ

ŠŚÆ§ öŚŞě ďć ťĺŘ ýŘĆÜÞŻ Con(PA) .Con(PA) üĂãþ ,ÀĂîüõ ĆőÂä Řď ýŘ φ SSČĂİ ľĄą ýŚûñĄõÂê ěŘ üûŚĂţõ Ćb óŚśœć ,ťąŚĺ ľĄą ñĄõÂê ÝČûŚÔõ öćÂî Àî ÕþÂÏ ěŘ Ćî :ťĺŘ ùÀõŊ ťĺćĆŞ ,PA ďć ýÂþÁŢ ŰŚśŹŘ ôĄúÔõ ťþŚúœ ďć ø ŰŚśŹŘ ,ťąŚĺ

prov(x, y) ←→ “ ťĺŘ y Àî ŚŞ ñĄõÂê ýŘÂŞ üŮŚśŹŘ Àî x”

Con PA ←→ ¬ ∃x prov (x, 0 = 1)

.ťĺŘ 0 = 1 ñĄõÂê Àî 0 = 1 ĆØČŐŚŻ Ćb äĄÞźõ Ćî PA ÛõŚł ďŚðěŚĺ ýďĄßŮ Âû ćďĄõ ďć ëĄê Ćb ČÌì øć Ćî ćŘć öŚÈœ ñÀð âìŘø ďć .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ,ÀłŚŞ (ÃČÞŮ ÛŞŚì ŒČÞţþďĄÚóŘ ŰďĄň ĆŞ üĂãþ) üţÈðěŚŞ öŊ Ćb äĄőĄõ ñĄňŘ ÛňŘ üţÈðěŚŞ ďĄÏ ĆŞ Th(N) Ćî ťĺŘ SSþŘ ŚþŚÌì SSþŘ Ćb ÜňŚêĚŞ Ćb źČţœ Œþ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ľø ď žČû ,ťÆČœ üţÈðěŚŞ Ćb äĄÞźõ Œþ Th(N) ćĄą ,ńŚą ťóŚ§ ďć ,ťÆČœ ÂþÁŢ éÂÏ ěŘ .ťÆČœ ćĄŻĄõ N ýŚûüţĺďć ÉČ£ÈŮ ýŘÂŞ ýÂŮĄČşõŚî ýŘĆõŚœÂŞ Śþ üØČœŚØõ SSþŘÂŞŚĂŞ ø ÀœďŚðěŚĺ PA + ¬ Con(PA) ø PA + Con(PA) ,ñÀð ýŚûĆČÌì ĆŞ ŚĂŞ ÂÚþć .ÀĂûćüõ ťĺćĆŞ Řď PA ěŘ üŮøŚÔţõ ýŚûñÀõ ,ĆþÂÑœ øć SSþŘ ýŚûñÀõ .ÀœďŘć ñÀõ SSØÞõ üóø ,ťĺŘ üŮŘč ťČÞûŘ ýŘďŘć üőŚþď ÕÎĂõ Àþć ěŘ Con(PA) Ćb ÜÞŻ Ćî ÀĂİ Âû ěŘ ýÂÚþć ýŚûñŚůõ öĄĂîŘ .ÀłŚśœ ťČÞûŘ ÃŐŚ§ öŘÀĂİ ,ÝäŘ ďĄÏ ĆŞ ,öŚœŘÀČőŚþď ýŘÂŞ ťĺŘ ľø ď Ćb ÜČĺø ĆŞ ŚfŮÀÞä ŚûñŚůõ SSþŘ .ÀœďŘÀœ Řď ÉÖœ SSþŘ Ćî ÀœćĄŻĄõ PA ěŘ ÛÖţÆõ ŰĚÞŻ ńŘĄą ÂţÈČŞ ø ÀœŘùÀõŊ ťĺćĆŞ ,^5öĄţÚĂþÂû ø^4ÅþÂŢ üĂãþ ,üõŚœ öŘćÕÎĂõ øć üäŘÀŞŘ SSþŘ ďć ]PH[ ø ]K2[ âŻŘÂõ .ÀĂţÆû (ýÃõď Ćb ČÌì ěŘ üþŚúÜØł ñŚůõ ýŘÂŞ) ćŘÀäŘ üŮŚČśČîÂŮ üŮĚÞŻ ñĚÖţĺŘ ŰŚśŹŘ ĆŞ ÂČąŘ ľø ď Ćî Àł ÂîÁţõ ÀþŚŞ ñŚ§ Âû ďć .ÀĂţÆû üœÀœŘĄą ĆĂČõě ø Π_2 ÓþÂãŮ ýŘÂŞ) ťĺŘ Π_1 üóĄõÂê Con(PA) ĆîüóŚ§ ďć ,ÀõŚźœŘüõ PA ěŘ Π_2 áĄœ ěŘ öŚÈœ Řď ÂţÞî üðÀČżČŢ ŚŞ üŮĚÞŻ ñĚÖţĺŘ ñÀð ýŚûĆČÌì üĂãþ .(ÀČĂČśŞ Řď 5 ÛÊê ,Π_1 .ťĺŘ ťþÃõ Œþ SSþŘ ø ÀĂûćüõ

Paris^4 Harington^5

PA ùbÀœŚţĺŘŚœ ýŚúóÀõ ťČňŚą ÀĂİ .4

,üÜňŘ âŻÂõ .ÝČĂîüõ Âîč Řď PA ùbÀœŚţĺŘŚœ ýŚúóÀõ üĺŚĺŘ ńŘĄą ěŘ ýŘùďŚŢ ÛÊê SSþŘ ďć ćŚþě öŘÀĂİ ŚûñÀõ SSþŘ ćďĄõ ďć Śõ ŰŚäĚÏŘ Ćî ôĄłüõ ÂîÁţõ ŚŻSSČÞû ďć .ťĺŘ ]K2[ SSþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ^6ôøŚśĂĂŮ Ćb ČÌì ,ÂõŘ SSþŘ ÛČóć .ÀłŚŞ ÀœŘĄŮüÞœ ,ÝþĄÚŞ ťĺŘ ÂţúŞ Śþ ,ťÆČœ ÓČňĄŮ ĆØĂþŘ üĂãþ üĂê ÂČè öŚŞěĆŞ SSþŘ .ÀĂţÆČœ üţÈðěŚŞ ,PA ùbÀœŚţĺŘŚœ ýŚûñÀõ ,ĆČÌì ñÀõ Œþ M ÂðŘ .ćÂî ĆŐŘďŘ öŘĄŮüÞœ ŚúœŊ ďć · ø + ýŚúÜÞä ěŘ ŒČÞţþďĄÚóŘ Śþ ĳþÂň M ÂðŘ âìŘø ďć .ćďŘć ÂŞ ďć ýěŚèŊ ùbďŚŢ Œþ öŘĄĂäĆŞ Řď N ,M ùŚðöŊ ,ÀłŚŞ PA ùbÀœŚţĺŘŚœ :ćĄŞ ÀûŘĄą Âþě ÛØł ýŘďŘć řČŮÂŮ ÂÑœ ěŘ ,ÀłŚŞ ŘďŚÞł N ěŘ Ć£Æœ Œþ N−→ ( Z ěŘ Ć£Æœ Q · · ·^Z←→ · · ·^Z←→ · · ·^Z←→ · · ·) ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ (ïďÃŞ ťþŚúœüŞ) ùÀœŚţĺŘŚœ ÂÊĂä Œþ t ∈ M ÂðŘ ,Ćî ťĺŘ SSþŘ ÂõŘ SSþŘ ÛČóć ÂňŚĂä . . . , t − 2, t − 1, t, t + 1, t + 2, . . . ÂÑœ ěŘ ŚûÂČźœě-Z ěŘ ĆäĄÞźõ SSþŘ ĆØĂþŘ ŰŚśŹŘ .ćŘć ÀĂûŘĄą ÂČźœě-Z Œþ ÛČØÈŮ ďć ,ĆČÌì SSþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ Overspill ùbćŚĺ Ćb ČÌì ÂŞ üØţõ ,ťĺŘ ť£þÂØþ Q ŚŞ řČŮÂŮ I ,I ⫋ M |= PA ÂðŘ .ťÆČœ ÂþÁŢ ÓþÂãŮ ýŘùÂĺ ľÂŞ žČû ,PA ùbÀœŚţĺŘŚœ ñÀõ Œþ ĆţÆŞ ,SSţêÂð üóŚŮ ÛÞä ť¡Ů SSČĂżÞû ø SSČŐŚŢ ěŘ I ùŚðÂû ťĺŘ M (ùÂĺ) ľÂŞ Œþ ùŚÚœŊ ,M |= a < b ø ÀĂłŚŞ M ďć ŰøŚÔţõ ÂČźœě-Z øć ùbÀĂþŚÞœ a, b ∈ M ÂðŘ .ÀłŚŞ ,Overspill Ćb ČÌì ÂŞŚĂŞ ÅŢ .n üãČśÏ ćÀä Âû ýŘěŘ ĆŞ ,M |= ∃x(a + n < x ∧ x + n < b) .M |= ∃x(a + c < x ∧ x + c < b) Ćî ťĺŘ ćĄŻĄõ c öĄİ M ěŘ ýŘùÀœŚţĺŘŚœ ÂÊĂä ÂČźœě-Z ŰďĄÊĂþŘ ďć ,M |= a + c < d ∧ d + c < b Ćî ÀłŚŞ öŚĂİ d ∈ M ÀČĂî ŋÂê ŚŞ .ćÂČðüõ ďŘÂì b ø a ÍĺĄŮ ùÀł É£Èõ ýŚûÂČźœě - Z SSČŞ d ÍĺĄŮ ùÀł É£Èõ öøÀŞ ñŚÚİ üÎą ýŚûřČŮÂŮ Ćb þÂÑœ ěŘ ñÀõ Œþ ŚŞ Ćî Àþć öŘĄŮüõ ŰŚČŐÃŻ öćÂî ÛõŚî

Tennenbaum^6

ŚŞ DLO ýŘďŚÞł ñÀõ Âû Ćî ťĺŘ ĆţÆœŘć .ÝČţÆû ĆŻŘĄõ (DLO) üþŚúţœŘ ø üþŘÀţŞŘ Ćb ÎÖœ .ťĺŘ ť£þÂØþ (Q, <) ÂþĄÊŮ ,DLO řĺŚĂõ ñÀõ Œþ ŚŞ Q ËþĄãŮ ŚŞ ,ÀłŚŞ PA ěŘ ŘďŚÞłŚœ üóÀõ M ÂðŘ .ÀþŊüõ ťĺÀŞ öŊ řČŮÂŮ ěŘ üúŞŚÈõ SSþŘ ěŘ PA ěŘ üóÀõ ,ťĺŘ ŘďŚÞłŚœ A ĆØČŐŚŻ ,(A, <) |= DLO ýŚúóÀõ Ćİ ýŘěŘĆŞ ĆØĂþŘ SSþŘ ěŘ PA ěŘ üóÀõ Ćî ÝČœŘćüõ ,(R, <) ćďĄõ ďć .ÀłŚŞüõ ěŚŞ üóŘĄb ĺ ,ćďŘć ćĄŻø řČŮÂŮ SSþŘ ďć ěŚŞ ŰĎŘĄb ĺ SSČĂżÞû ø ćĄŻĄõ ÿþŚţœ ÂŞ ýďø Âõ öÀþć ýŘÂŞ .ťÆČœ ćĄŻĄõ řČŮÂŮ .ÀČĂČśŞ Řď ]BK[ ĆĂČõě ĳþÂň ÓČňĄŮ ÕþÂÏ ěŘ PA ùbÀœŚţĺŘŚœ ñÀõ Œþ üêÂãõ ,Àł ĆţÔð Ěf śì Ćî ďĄÎœŚÞû ùÀł ùćŘć M |= PA öĄİ ýŘùÀœŚţĺŘŚœ ñÀõ ÂðŘ ,ñŚ§ SSČä ďć .ťÆČœ SSØÞõ öŊ ýŚúÜÞä Řď PA ÂÚþć ùbÀœŚţĺŘŚœ ýŚúóÀõ ĆŞ M ěŘ üŮøŚÔţõ řĺŚĂõ ýŚûâČĺĄŮ ćĄŻø öŘĄŮüõ ,ÀłŚŞ .ćŘć öŚÈœ :ôĄłüõ ÂîÁţõ Řď ÍśŮÂõ ÓþÂãŮ ÀĂİ ŚŻSSþŘ ďć ĆŞŚÈõ ýćŚÞœ ŚŞ Řď ŚûöŊ Ćb ĂČõě ýŚûĆäĄÞźõ ø ŚûñÀõ) M, M^′ |= PA ÀČĂî ŋÂê 1_M = 1_M ′ ,0_M = 0_M ′ , M ⊆ M^′ ùŚðÂû ,ťĺŘ M^′ ñÀõ Âþě Œþ M (.ÝČûćüõ öŚÈœ ,Ďf Ą Þ ã õ .À łŚ Ş M Ć Ş <_M ′ À þÀ ¡ Ů ,<_M ø ùćĄ Ş Ć ţ Æ Ş ·_M ′ ø +_M ′ ť ¡ Ů M SS Č Ă ż Þ û ø Œ þ M .ćø ďü õ ďŚ î Ć Ş ť ĺŘ M^′ ñÀ õ Â þě M Ć îSS þŘ öćŘć öŚ È œ ýŘÂ Ş ,M ⊆ M^′ ćŚ Þ œ ø ,φ(x_0, . . . , x_n) ñĄ õÂ ê Â û ýŘěŘ Ć Ş ø M ⊆ M^′ ùŚ ðÂ û ,ť ĺŘ M^′ ü ŮŚ õÀ Ö õ ñÀ õ Â þě ôĄúÔõ SSþŘ .M^′ |= φ(a_0, . . . , a_n) ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ M |= φ(a_0, . . . , a_n) ,a_0, . . . , a_n ∈ M .ćĄłüõ ùćŘć öŚÈœ M ≼ M^′ ćŚÞœ ŚŞ ùŚðÂû ,M ⊆_{cf} M^′ ,ťĺŘ M ěŘ öŚþŚŢ Ýû âČĺĄŮ Œþ M^′ ∀a ∈ M^′ ∃b ∈ M(M^′ |= b ⩾ a) ùŚðÂû ,M ⊆_e M^′ ,ťĺŘ M ěŘ üþŚúţœŘ âČĺĄŮ Œþ M^′ ∀a ∈ M ∀b ∈ M^′(M^′ |= b < a =⇒ b ∈ M) (.ÀĂþĄð M^′ ýěŚèŊ ùbďŚŢ Œþ Řď M ťóŚ§ SSþŘ ďć)

Ć î À œćĄ ŻĄ õ M^′, M^{′′} |= PA ýŚ ûñÀ õ ,M |= PA ùbÀ œŚ ţ ĺŘŚ œ ñÀ õ Â û ýŘěŘ Ć Ş ěŘ üþŚúţœŘ ø öŚþŚŢ Ýû üŮŚõÀÖõ ùbÂĺ ýŚûâČĺĄŮ ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ .M ⪵_e M^{′′} ø M ⪵_{cf} M^′ ěŘ öŚþŚŢ Ýû âČĺĄŮ Âû Ćî ćÂî ťŞŚŹ öŘĄŮüõ âìŘø ďć .ÀœćĄŻĄõ (PA ÂÚþć ýŚûñÀõ ĆŞ) M Ćb ČÌì ,ĆĂČõě SSþŘ ďć ÂÚþć řóŚŻ Ćb ČÌì .ťĺŘ üŮŚõÀÖõ ,PA ñÀõ Œþ ĆŞ PA ñÀõ Œþ ùbďŚŢ ùŚðöŊ ,a ∈ M ø ÀłŚŞ ŘďŚÞł ø ùÀœŚţĺŘŚœ M |= PA ÂðŘ ĆČÌì SSþŘ ÂŞŚĂŞ .ťĺŘ SSõÀþÂê ťóŚ§ SSþŘ ďć .(I ∼= M) ťĺŘ ť£þÂØþ M ŚŞ I ø a ∈ I Ćî ťĺŘ ćĄŻĄõ I ⫋_e M ýěŚèŊ Œþ ďć ïďÃŞ ùŘĄ£óć ùběŘÀœŘ ĆŞ ýěŚèŊ ýŚûùďŚŢ ćĄŻø ĆČÌì SSþŘ .I |= PA Ćî ťĺŘ SSłø ď ťĺŘ ùÀł ťŞŚŹ ,ÂÚþć éÂÏ ěŘ .ÀĂţÆû PA ñÀõ ćĄą Ćî Àûćüõ öŚÈœ Řď PA ùbÀœŚţĺŘŚœ ñÀõ ťóŚ§ ďć .ťêŚþ ÃČœ ÀĂĂî ŔŚőďŘ Řď PA Ćî üØİĄî ùŘĄ£óćĆŞ ýěŚèŊ ýŚûùďŚŢ öŘĄŮüõ Ćî .I^′ |= PA ø a /∈ I^′ Ćî ťĺŘ ćĄŻĄõ I^′ ⊆_e M ëĄê öŚþŚŢ ĆŞ Řď PA ùbÀœŚţĺŘŚœ ýŚûñÀõ âČĺø ùběĄ§ ćďĄõ ďć ćĄą ùŚŮĄî ű¡Ş ŚŻSSČÞû ďć ďĄÏ ĆŞ ľŘüóÀõ Ćb þÂÑœ ńŘĄą ŒÞî ĆŞ Řď PA öŘĄŮüõ Ćî ÝþĄłüõ ÂîÁţõ ŚúĂŮ .ÝþÂŞüõ Ćî Àĺďüõ ÂÑœ ĆŞ .ÀČĂČśŞ Řď [K1] řÜÎõ SSþŘ öÀþć ýŘÂŞ ;ćÂî É£Èõ ćÂê ĆŞ ÂÊ¡Ăõ ťČÞûŘ ěŘ ùěø ÂõŘ ,PA ÓČãő ýŚûĆþÂÑœ Âþě ńĄÊą ĆŞ ,PA ýŚûĆþÂÑœ Âþě Ćb ãóŚÎõ .ťĺŘ ĆţłŘć ñĄçÈõ ćĄą ĆŞ Řď ýÂţÈČŞ ćŘÂêŘ ĆŻĄŮ ø ťĺŘ ďŘćďĄąÂŞ ýÂţÈČŞ

PA ýŚûĆþÂÑœ Âþě .5

ŚûĆþÂÑœ Âþě SSþŘ .ÝþěŘćÂŢüõ PA Ýúõ ýŚûĆþÂÑœ üąÂŞ ÂÊţ£õ üêÂãõ ĆŞ ÛÊê SSþŘ ďć ÛňŘ ÛØł ÂČČçŮ ,Śþ ø ťĺŘ ěŚźõ ŚûöŊ ýø ď ŔŘÂÖţĺŘ Ćî üþŚûñĄõÂê ùbćď ÀþÀ¡Ů ŚŞ Ďf ĄÞãõ .ÀĂþŊüõ ťĺć ĆŞ ŔŘÂÖţĺŘ ÛØłĆŞ üŮĎŘĄb ĺ ćďĄõ ďć ÕČÖ¡Ů ,PA ýŚûĆþÂÑœ Âþě Ćb ãóŚÎõ ýŘÂŞ üĺŚĺŘ ÛČóć Œþ :ťĺŘ Âþě PA ŰďÀ ì ďŘÀ Ö õ Ć İ ěŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ ,PA ďć Â þÁ Ţ ŰŚ ś ŹŘ ,φ ü ŞŚ Æ § Ý Ø § ŰŚ ś ŹŘ ýŘÂ Ş ” “ ?ťĺŘ ýďø Âő üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ŚŞ ŚûĆþÂÑœ Âþě SSþŘ ěŘ üþŚûùćď Ćî ťĺŘ üÏŚśŮďŘ ,ÂÚþć Ýúõ ÛČóć

.ÝþěŘćÂŢüõ üŞŚÆ§ ýŚûñĄõÂê ÓÜţ£õ ýŚûùćď üêÂãõ ĆŞ ,ŘÀţŞŘ ďć .ÀœďŘć ĆśĺŚ¡õ ôÂê ĆŞ üóĄõÂê ŚŞ üŞŚÆ§ ñĄõÂê Âû ,ÕÎĂõ ďć ýÀœĄÈČŢ ñŚõÂœ ÛØł Ćb ČÌì ÂŞŚĂŞ

Q_1x_1 Q_2x_2 . . . Q_nx_n (ďĄĺ öøÀŞ üóĄõÂê)

ùbćď .À łŚ Şü õ ∀ Ś þ ∃ ďĄ ĺ Â Ú È þŚ Þ œ ,1 ≤ i ≤ n ýŘěŘ Ć Ş ,Q_i Ć îü þŚ Ż ,ť ĺŘ ñćŚ ã õ Ś þ ∀x < t Û Ø ł Ć Ş ýŚ ûďĄ ĺ .ćĄ łü õ ùćŘć öŚ È œ Open Ś Ş (ěŚ Ş) ďĄ ĺ öøÀ Ş ýŚ ûñĄ õÂ ê .ÀœĄłüõ ùÀČõŚœ ćøÀ¡õ ýŚûďĄĺ ,ťĺŘ x ćŘěŊ ÂČçţõ ÀìŚê ôÂŮ Œþ t ĆîüþŚŻ ,∃x < t ü Ú Þ û ,Ś ûöŊ ďć ćĄ ŻĄ õ ýŚ ûďĄ ĺ Ć î ť ĺŘ ü ŞŚ Æ § ýŚ ûñĄ õÂ ê Ćb Þ û ùbćď Δ_0 ñĄ õÂ ê ø Π_1 ñĄ õÂ ê Œ þ ∀x_1 . . . ∀x_n φ ñĄ õÂ ê .φ ∈ Δ_0 À Č Ă î ŋÂ ê .À Ă ţ Æ û ćøÀ ¡ õ ùŚ ðöŊ ψ ∈ Σ_i Â ðŘ ,ř Č ŮÂ Ů SS Č Þ ûĆ Ş .ćĄ łü õ ùÀ Č õŚ œ Σ_1 ñĄ õÂ ê Œ þ ∃x_1 . . . ∃x_n φ Σ_{i+1} ñĄõÂê Œþ ∃x_1 . . . ∃x_n θ ùŚðöŊ θ ∈ Π_i ÂðŘ ø ťĺŘ Π_{i+1} ñĄõÂê Œþ ∀x_1 . . . ∀x_n ψ .ťĺŘ ,n Â û ýŘěŘĆ Ş Å Ţ ,À łŚ Ş Ã Č œ 0 À œŘĄ Ůü õ n ,ëĄ ê ýŚ ûÓ þÂ ã Ů ďć Ć î À Č Ă î Ć ŻĄ Ů .Π_0 = Σ_0 = Δ_0 ŚfĂÞő Σ_n ⊆ Π_{n+1} ø Π_n ⊆ Σ_{n+1} :ćĄł üõ ÓþÂãŮ

Iopen = PA^− + {I_xφ | ěŚŞ φ}, IΣ_n = PA^− + {I_xφ | φ ∈ Σ_n}, IΠ_n = PA^− + {I_xφ | φ ∈ Π_n}

,ÓČãő ďŚČÆŞ ýŚûĆþÂÑœ Âþě ĆŞ PA ýŚûĆþÂÑœ Âþě ÝČÆÖŮ ,üêÂãõ ďć ťóĄúĺ ýŘÂŞ .ÀĂłŚŞüõ [K2] ø [HP] ,[Bus3] üÜňŘ âŻŘÂõ .ťĺŘ řĺŚĂõ ýĄì ø ÓČãő

PA ÓČãő ďŚČÆŞ ýŚûĆþÂÑœ Âþě .1.5

Â þě Śf ŮÀ Þ ä ,À Ă þŊü õ ť ĺćĆ Ş ŔŘÂ Ö ţ ĺŘ Û ňŘ Û õŚ î éÁ § Ś Ş Ć î PA ěŘ ü þŚ ûĆ þÂ Ñ œ Â þě .ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď PA ÓČãő ďŚČÆŞ ýŚûĆþÂÑœ ñĄňŘ Ćb äĄÞźõ PA^− ,Àł ĆţÔð Ěf śì Ćî ďĄÏöŚÞû .ćÂî ćŚþ PA^− ěŘ öŘĄŮüõ ,ñŚůõ ýŘÂŞ ťĺŘ řŮÂõ ĆţÆÆð ďĄÏĆŞ ø ďŘćŒþ ø üþŚźŞŚŻ ýŚûĆÖÜ§ üÔĂõŚœ ýŚûťÞÆì Ćb äĄőĄõ ćĄŻø ýćÀä ,öŊ üóŚŮ ø ćÀä Âû ñćŚãõ ďĄÏĆŞ ø ,1 ø 0 SSČŞ ĆîöŊ üĂãþ řŮÂõ ĆţÆÆð) .(ćďŘÀœ ŰďĄňSSþŘ ďć .Σ_1 − Th(N) = {σ | σ ∈ Σ_1, N |= σ} ÀČĂî ŋÂê PA^− ⊢ Σ_1 − Th(N) ýěŚ èŊ ùbďŚ Ţ Œ þ öŘĄ Ă äĆ Ş Řď N ,P A^− ěŘ ñÀ õ Â û Ć î ť ĺŘ öŊ Â õŘ SS þŘ Û Č óć ,σ ∈ Σ_1 Â û ýŘěŘ Ć Ş ùŚ ðöŊ ,M ⊆_e M^′ Â ðŘ Ć î ćÂ î ť ŞŚ Ź öŘĄ Ůü õ ,ùøĚ äĆ Ş .ćďŘćÂ Şďć Π_1 ŰĚÞŻ ćďĄõ ďć řÜÎõ SSþŘ Ćî ťĺŘ SSłø ď ÂÚþć éÂÏ ěŘ .M |= σ ⇐⇒ M^′ |= σ öŚ È œ Řď PA^− Ó ã ő Ć î ùćŚ ĺ ü óŚ ů õ .ť ĺŘ Π_1 ü óĄ õÂ ê Con(PA) ŘÂ þě ,ť Æ Č œ ť ĺďć :ťĺŘ ćÂê Śþ Žøě ýćÀä Âû Ćî ÀĂî ťŞŚŹ ÀœŘĄŮüÞœ PA^− Ćî ťĺŘöŊ Àûćüõ PA^− ⊬ ∀x ∃y (x = 2y ∨ x = 2y + 1) Z[t] .Z[t]^+ |= PA^− Ć î À Č Ă î Ć ŻĄ Ů ,ť ĺŘ ť ĺďć ëĄ ê ř Ü Î õ ŘÂ İ Ć îSS þŘ öÀ þć ýŘÂ Ş ø âÞŻ .ÀþŊüõ ÀþÀŢ Z ĆŞ t (ïďÃŞ ťþŚúœüŞ) ÀþÀŻ ÂÊĂä öćøÃêŘ ěŘ Ćî ťĺŘ ýŘĆÖÜ§ .ÀœĄłüõ ĆţêÂð ÂÑœ ďć ,ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ ÂśŻ ďć Ćî ĆœĄðöŚÞû Z[t] ýø ď řČŮÂŮ ø ŠÂő ĆŻĄŮ .ćÂê Ćœ ø ťĺŘ Žøě Ćœ t ÂÊĂä ,ñÀõ SSþŘ ďć .Z[t]^+ = {a | a ∈ Z[t], a ≥ 0} ,ŚfĂÞő ôŚźœŘ ćďĄõ ďć üÊ£Èõ ýŚûÛÞãóŘďĄţĺć ,ťĺŘ üţÈðěŚŞ ñÀõ Œþ đĄőøĆŞ Z[t]^+ Ćî ÀČĂî Ćî) PA ø PA^− ÝČÑä ŰøŚÔŮ ,SSþŘ .ÀœďŘć ćĄŻø ,řČŮÂŮ ÉČ£ÈŮ SSČĂİÝû ø . ø + ñŚÞäŘ .Àûćüõ öŚÈœ Řď (ťĺŘ üţÈðěŚŞ ùbÀœŚţĺŘŚœ ñÀõ ÀìŚê {0, s, +, ·} öŚŞě ďć ĆþÂÑœ SSþŘ .ťĺŘ Q Ćb þÂÑœ ,ÂÚþć éø Âãõ ÓČãő ďŚČÆŞ Ćb þÂÑœ Âþě ŰďĄňĆŞ ŘďöŊ öŘĄŮüõ üóø ùÀõŚČœ öŚŞě ďć ≤ ćŚÞœ .ťĺŘ üóŚŮ âŞŚŮ ÂðöŚÈœ s .ćĄłüõ ĆŐŘďŘ üþŘÀţŞŘ ńŘĄą öŚÞû ÃŻ ťÆČœ ýÃČİ Q Ćb þÂÑœ .ćÂî ÓþÂãŮ x ≤ y ←→ ∃z(x + z = y) SSþŘ ćďĄõ ďć ŰŚČŐÃŻ Âîč ěŘ .Iopen ⊢ Q Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ .ÇœŚŞě ďć ćĄŻĄõ ýŚûćŚÞœ .ÝČĂîüõ ÂÑœ éÂň ĆþÂÑœ ťĺŘ ÂŮřĺŚĂõ ñŚ§ SSČäďć ŚõŘ ,ťÆČœ ùÂúŞüŞ ŔŘÂÖţĺŘ ěŘ Ćî ÀĂİÂû ,Iopen Ćb þÂÑœ ćĄą ýŚ ûñÀ õ ćĄ Żø ,Â õŘ SS þŘ Û Č óć Œ þ .ćĄ ł ŠĄ Æ ¡ õ Ó Č ã ő ďŚ Č Æ Ş ýŚ ûĆ þÂ Ñ œ øÃ Ż Ć î ÀœŘĆţêď ďŚîĆŞ Iopen Ćb ãóŚÎõ ýŘÂŞ Ćî üþŚûľø ď âìŘø ďć .ťĺŘöŊ ýŘÂŞ üţÈðěŚŞ ùbÀœŚţĺŘŚœ

,ÀœÂČðüõ ďŘÂì ùďŚłŘ ćďĄõ ŘfÀãŞ Ćî PA ÓČãő ýŚûĆþÂÑœÂþě üĺď ÂŞ ýŚûľø ď ŚŞ üÜîĆŞ ěŘ üþŚśþě ďŚČÆŞ ÛČÜ¡Ů öŘĄŮüõ ,ÀĂţÆû ýÂśŻ ŚfŮÀÞä Ćî Śûľø ď SSþŘ ŚŞ .ÀĂţÆû ŰøŚÔţõ .ćÂî ĆŐŘďŘ Iopen

(Iopen) ěŚŞ ýŘÂÖţĺŘ Ćb þÂÑœ 1.1.5

ýø ď ŔŘÂÖţĺŘ ćďŘĄõ Ćb Þû öćøÃêŘ ěŘ Ćî ťĺŘ PA ěŘ ýŘĆþÂÑœÂþě Iopen Ćî ÝČĂîüõ ýďøŊćŚþ Ćb ûć ďć ĆþÂÑœ SSþŘ Ćb ãóŚÎõ .ćĄłüõ ÛňŚ§ ,PA^− ĆŞ (ďĄĺ öøÀŞ üĂãþ) ěŚŞ ýŚûñĄõÂê Ćî üþŚûťąŚĺ ýŘÂŞ ýÂśŻ Ěf õŚî üØ¡õ øŘ .Àł ěŚèŊ öĄĺćÂÔł ÍĺĄŮ ýćĚČõ 1960 üĂãþ ,ĆþÂÑœ SSþŘ ěŘ ćĄą éø Âãõ üţÈðěŚŞ ñÀõ öŊ ŒÞîĆŞ ø ćÂî ĆŐŘďŘ ÀĂţÆû Iopen ñÀõ .ťąŚĺ Řď ,S_t(N)

řŮÂõ ĆţÆÆð ďĄÏĆŞ ø ďŘćŒþ ,üþŚźŞŚŻ ýŘĆÖÜ§ MÀČĂî ŋÂê (öĄĺćÂÔł) 1 ĆČÌì øć ŰďĄňSSþŘ ďć .ÀłŚŞ M ýŚûÂÆî řŮÂõ öŘÀČõ F ø (M |= DORĆňĚą ďĄÏĆŞ) ÀłŚŞ :ÀĂţÆû ñćŚãõ Âþě ŕÂł M^+ |= Iopen (i

ćĄŻø ,(F üÖČÖ§ ďŚţÆŞ ĆŞ ÕÜãţõ ťśůõ ÂňŚĂä) RC(F )^+ ĆŞ ÕÜãţõ r > 0 Âû ýŘěŘĆŞ (ii .a ≤ r < a + 1 Ćî ýďĄÏĆŞ ,a ∈ M^+ ćďŘć Âû Ćî ÀĂţÆû DOR ěŘ üþŚûñÀõ ťśůõ ýŚûťÞÆì ŚfÖČìć Iopen ýŚûñÀõ ,ÂÚþć ŰďŚśäĆŞ SSČÞ£Ů Œþ ěŘ ÂŮÝî řþÂÖŮ ŚŞ Řď ćĄą ýŚûÂÆî öŘÀČõ üÖČÖ§ ďŚţÆŞ ĆŞ ÕÜãţõ ťśůõ ÂÊĂä ôÂêĆŞ ÂňŚĂä Ćb Þû ÛõŚł Iopen ěŘ öĄĺćÂÔł ñÀõ .ÀĂœěüõ a_nt^{n/q} + a_{n−1}t^{n−1/q} + . . . + a_1t^{1/q} + a_0 ýćÀä a_0 ø (0 Ďf ŚÞţ§Ř) üãČśÏ ýćÀä n ,ťśůõ ø ĳČ¡ň ýćÀä q ĆîüþŚŻ ,ťĺŘ .ťĺŘ (Q̃ ) üÖČÖ§ ýÂśŻ ćŘÀäŘ öŘÀČõ ĆŞ ÕÜãţõ a_i ,i > 0 ýŘěŘĆŞ ŚfĂÞő .ťĺŘ ĳČ¡ň .n = 0 ÂðŘ ,a_0 ≥ 0 ø n > 0 ÂðŘ ,a_n > 0 Ćî ćĄłüõ ŋÂê SSČĂİÝû

ŔŚÖóŘ S_t(N) ýø ď üãČśÏ ďĄÏĆŞ řČŮÂŮ ,n üãČŞŕ ćÀä Âû ýŘěŘĆŞ ,t > n öćŘć ďŘÂì ŚŞ 7øÃČŐĄŢ ýŚûýÂĺ öŘÀČõ ĆŞ ÕÜãţõ ÂÊĂä Âû S_t(N) Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ üðćŚĺĆŞ .ćĄłüõ üĂãþ ,üÖČÖ§ ýÂśŻ ćŘÀäŘ öŘÀČõ ýø ď

(Q̃ ) ( (t^{1∞} ) ) = {a_nt^{n/q}+a_{n−1}t^{n−1/q}+. . .+a_0+a_{−1}t^{−1/q}+. . . |0 < q ∈ N, n ∈ Z, a_i ∈ (Q̃ )} Ćb ţÆŞ öŘÀČõ Œþ Q̃ ( (t^1∞ ) ) Ćî ćÂî ťŞŚŹ öŘĄŮüõ .Àœě üõ SSČÞ£Ů Œþ ěŘ ÂŮÝî řþÂÖŮ ŚŞ Řď .(øÃČŐĄŢ Ćb ČÌì) ťĺŘ üÖČÖ§ üĂãþ ,Iopen ⊬ Irrational( √ 2) Ćî Àûćüõ öŚÈœ ,ñŚůõ ýŘÂŞ ,öĄĺćÂÔł ñÀõ

Iopen ⊬ ∀x, y(x^2 = 2y^2 −→ x = 0) .( √ 2t)^2 = 2(t^2) ,ñÀõ SSþŘ ďć ,Ćî ťĺŘ SSþŘ ÂõŘ SSþŘ ÛČóć ýŚûñÀõ ø ÀœćŘć ĆõŘćŘ Řď Iopen Ćb ãóŚÎõ^{10}ÂîďŚõø^9ÂþŚţĂČØõ ,^8üØÜþø öĄİ ýÂÚþć ćŘÂêŘ .À Č Ă Č ś Ş Řď [Wilk] ø [MM] ñŚ ů õ ýŘÂ Ş ,À Ă ţ ąŚ ĺ É £ È õ ńŘĄ ą Ś Ş Iopen ěŘ ü Ô Ü ţ £ õ Ćî ťĺŘ ĆţąŚĺ Iopen ěŘ üţÈðěŚŞ üóÀõ ,öĄĺćÂÔł ľø ď ÝČÞãŮ ŚŞ ,[M] ýÂČĂõ üśţźõ ťŞŚŹ ,1991 ñŚĺ ďć ,^{11}ŚŮŚðĄŞ .ťĺŘ ĄÜìøć ñøŘ ÂňŚĂä ěŘ öŚþŚŢÝû ýŘĆäĄÞźõÂþě ÛõŚł ďć ŚõŘ ,ťĺŘ ŘďŘć Ýû PA Ćî ťĺŘ üţČňŚą SSþŘ) ťÆČœ ÂþÁŢ ÛňŘ ŚfČûŚĂţõ Iopen Ćî ćÂî .(ťĺŘ üĺŚĺŘ ø ěŚŞ üóŘĄbĺ SSþŘ ,ÓČãő ýŚû ĆþÂÑœ Âþě ćďĄõ

PA ýĄì ýŚûĆþÂÑœ Âþě .2.5

ćÀä SSþÂŮŒİĄî öĄœŚì ,üûŚĂţõŘÂŮ ýŘÂÖţĺŘ ,ŔŘÂÖţĺŘ ñĄňŘ ,φ(x) üŞŚÆ§ ñĄõÂê Âû ýŘěŘĆŞ :ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄňĆŞ řČŮÂŮĆŞ ,üĂþÃÚþŚŻ ø Iφ : (φ(0) ∧ (∀x) (φ(x) −→ φ(x + 1))) −→ ∀x φ(x) I^tφ : [∀x ((∀y < x) φ(y) −→ φ(x))] −→ ∀x φ(x) Parson^7 Wilkie^8 Macintyre^9 Marker^{10} Boughattas^{11}

Lφ : (∃x) φ(x) −→ ∃x (φ(x) ∧ (∀y < x) ¬ φ(y)) Bφ : (∀v) [(∀x ≤ v) ∃y φ(x, y) −→ (∃v)(∀x ≤ v) (∃y ≤ v)φ(x, y)] :ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ ëĄê ñĄňŘ ŒÞî ĆŞ PA ěŘ Âþě ýŚûĆþÂÑœ Âþě .n ≥ 0 ÀČĂî ŋÂê

IΣ_n = PA^− ∪ {Iφ | φ ∈ Σ_n} I^tΣ_n = PA^− ∪ {I^tφ | φ ∈ Σ_n} LΣ_n = PA^− ∪ {Lφ | φ ∈ Σ_n} BΣ_n = PA^− ∪ {Bφ | φ ∈ Σ_n} ,Σ_n ýŚŻĆŞ Π_n üĂþÃÚþŚŻ ŚŞ ø ĆŞŚÈõ ÕþÂÏĆŞ ,BΠ_n ø LΠ_n ,I^tΠ_n ,IΠ_n ýŚûĆþÂÑœ .Àûćüõ öŚÈœ Řď üŮŚśŹŘ ŰďÀì ÂÑœ ěŘ ëĄê ýŚûĆþÂÑœ ťČãőø ,Âþě ÛØł .ÀœĄłüõ ÛňŚ§ üĂãþ ,ÀĂţÆû ĆêÂÎØþ ŚfãìŘø ŚûöŚØČŢ BΣ_{n+1} =⇒ IΣ_n ø IΣ_{n+1} =⇒ BΣ_{n+1} ćďĄõ ďć .BΣ_{n+1} ⊬ IΣ_{n+1} ø IΣ_n ⊬ BΣ_{n+1}

IΣ_{n+1} ⇓ BΣ_{n+1} ⇐⇒ BΠ_n ⇓ IΣ_n ⇐⇒ IΠ_n ⇐⇒ LΣ_n ⇐⇒ LΠ_n ⇐⇒ I^tΣ_n ⇐⇒ I^tΠ_n SSþÂŮÓČãő .ÀœĄłüõ ŠĄÆ¡õ PA ýĄì ýŚûĆþÂÑœ Âþě ,ëĄê ýŚûĆþÂÑœ ,n ≥ 1 ýŘěŘĆŞ ñĄõÂê ťąŚĺ ø Ą¡œ ýěŚĺüŞŚÆ§ Ćî ćďŘć ŰďÀì ďÀìöŊ ĆþÂÑœ SSþŘ üóø ťĺŘ IΣ_1 ,ŚûöŊ SSþŘ ďć üĺŚĺŘ Ćb ţØœ .Àûć ôŚźœŘ Řď ,ťĺŘ ěŚČœ ćďĄõ ñÀð ýŚþŚÌì ďć Ćî ĆœĄðöŊ ,prov(x, y) ùøĚäĆŞ ø ťĺŘ ÂþÁŢ ÓþÂãŮ IΣ_1 ďć ,f(x, y) = x^y üĂãþ ,üþŚÞœ âŞŚŮ Ćî ťĺŘ öŊ ćďĄõ ĆŞ ÕÜãţõ exp(z, x, y) ñĄõÂê ÂÚþć ŰďŚśäĆŞ .ÀĂî ťŞŚŹ Řď âŞŚŮ SSþŘ öćĄŞ ôŚŮ ÀœŘĄŮüõ IΣ_1 ø ÀĂîüõ ďŚţêď x^y = z üþŚÞœ âŞŚŮ ĆČśł ,üãČśÏ ćŘÀäŘ Ćb äĄÞźõ ýø ď Ćî ćďŘć ćĄŻø Δ_0 :ćďŘć Řď öŊ ýŘÂŞ Âþě ńŘĄą ŰŚśŹŘ üþŚœŘĄŮ IΣ_1 ŚfĂÞő (exp(x, y, z_1) ∧ exp(x, y, z_2) −→ z_1 = z_2, exp(x, 0, 1), exp(x, y, z) −→ exp(x, y + 1, xz) (exp(x, y, z) ∧ y^′ < y) −→ ∃z^′ exp(x, y^′, z^′), exp(x, y, z) −→ z ≠ 0, :Exp üĂãþ ,ÀĂîüõ öŚČŞ Řď üþŚÞœ âŞŚŮ öćĄŞ ôŚŮ Ćî üóĄõÂê ôŚźœŘÂĺ ø ∀x, y ∃!z exp(x, y, z) A(x) ñĄõÂê ÂðŘ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ,ñÀð ýŚþŚÌì ďć üþŚÞœ âŞŚŮ ťČÞûŘ öÀł SSłø ď ýŘÂŞ t ťąŘĄĂØþ üĂþÃÚþŚŻ ěŘ Ćî ,A(t) ñĄõÂê ùŚðöŊ ,ÀłŚŞ ćŚÞœ n ýŘďŘć t ôÂŮ ø ćŚÞœ m ýŘďŘć À§ďć üþŚûćŚÞœ ćŘÀãŮ ýŘďŘć ťĺŘ SSØÞõ ,ÀþŊüõ ťĺćĆŞ A(x) ďć x ćŘěŊ ćďŘĄõ ýŚŻĆŞ ñÀð ćÀä ýŘďŘć A ,ćø ď ďŚîĆŞ ÂŹĄb õ üóÀð ýďŘÁðÀî Œþ ÂðŘ ŰďĄňSSþŘ ďć .ÀłŚŞ mn ñÀð ćÀä ýŘďŘć A(t) ,SSþŘÂŞŚĂŞ ø g(t) ≈ 2^{O(n)} ñÀð ćÀä ýŘďŘć t ø g(A) ≈ 2^{O(m)} g (A(t)) ≈ 2^{O(n.m)} ≈ (g(A))^{O(n)} ≈ (g(A))^{O(log2(g(t)))} g(t) ø g(A) řÆ§ÂŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ Œþ ÍĺĄŮ g (A(t)) ďŘÀÖõ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .ćĄŞ ÀûŘĄą ùćŚÔţĺŘ ,ýďĄň ŰďĄňĆŞ üóÀð ýďŘÁðÀî ńŘĄą ŰŚśŹŘ ýŘÂŞ SSþŘÂŞŚĂŞ .ćĄłüÞœ ćøÀ¡õ ,ćďŘć üþŚÞœ âŞŚŮ ěŘ ÂŮÝî ýÀłď ťäÂĺ Ćî f(x, y) = x^{log2 y} âŞŚŮ ÛìŘÀ§ Śþ) üþŚÞœ âŞŚŮ ěŘ Ćb óŚÖõ .ťĺŘ ýďø Âő (ćĄłüÞœ ďŚúõ y, x řÆ§ÂŞ ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ žČû ÍĺĄŮ öŚĂżÞû üóø ,ñŚůõ ýŘÂŞ Ćî Àþć ÝČûŘĄą ÀãŞ Ç£Ş ďć .ťĺŘ üœÀœŘĄą ćďĄõ SSþŘ ďć [Bus 4] üÔČňĄŮ ÛŞŚì ø ÂþÁŢ öŚČŞ IΔ_0 ďć exp ńŘĄą üÖŞŚõ Ćî ÀĂİÂû ,ćďŘÀœ Řď Exp ŰŚśŹŘ üþŚœŘĄŮ IΔ_0 .ťĺŘ ĆŻŘĄõ üĺŚĺŘ üÜØÈõ ŚŞ IΔ_0 ďć Ą¡œ ýěŚĺýďĄň SSþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ŰŚśŹŘ .ťĺŘ ùÂĺ ŠŚÆ§ ýĄì ýŚû ĆþÂÑœ Âþě řŮŘÂõ ĆÜÆÜĺ Ćî Àûć üõ öŚÈœ Âþě ĆČÌì

.n ≥ 1 ÀČĂî ŋÂê 2 ĆČÌì

IΣ_{n+1} ⊢ Con(IΣ_n) (1

IΣ_n ⊬ Con(IΣ_n) (2

Ćb ČÌì ñŚůõ ýŘÂŞ .ÀČĂČśŞ Řď [D] ø [HP] ,ŚûĆþÂÑœ SSþŘ ùbÀœŚţĺŘŚœ ýŚûñÀõ ńŘĄą öÀþć ýŘÂŞ :ÝþďŘć Řď Âþě

üþŚúţœŘ ø üŮŚõÀÖõ-Σ_n ,ùÂĺ üãČĺĄŮ ùŚðöŊ M |= IΣ_n ÂðŘ ,n ≥ 2 Âû ýŘěŘĆŞ 3 ĆČÌì .ťĺŘ ćĄŻĄõ M ěŘ

,ŚúãČĺĄŮ öćĄŞ üŮŚõÀÖõ ýŘÂŞ ďĄîÁõ ŕÂł ùŚðÂû ťĺŘ M ěŘ üŮŚõÀÖõ-Σ_n üãČĺĄŮ M^′ .ÀłŚŞ ďŘÂìÂŞ (ŚúóĄõÂê Ćb Þû ýŘÂŞ ŚfõøÃó Ćœ) Σ_n ĄÌä ýŚúóĄõÂê ýŘÂŞ ôŚŮÂþÁŢ ŰŚśŹŘ âŞŘĄŮ ýěŚĺ É£Èõ ćďĄõďć ćĄŻĄõ ďĄúÈõ Ćb ČÌì ,Ç£Ş SSþŘ ôŚÞŮŘ ěŘ Ûśì ŘfÀãŞ ø ùÀł ťŞŚŹ 1970 ďć^{12}ÃœĄĺďŚŢ ÍĺĄŮ ďŚŞ ñøŘ ĆČÌì SSþŘ .ÝČĂîüõ Âîč Řď IΣ_1 ďć .ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ öŊ ýŘÂŞ üŮøŚÔţõ ýŚûŰŚśŹŘ

,T ďć f : N^k −→ N âŞŚŮ ÝČþĄð .ÀłŚŞ üŞŚÆ§ Ćb þÂÑœ Œþ T ÀČĂî ŋÂê 4 ÓþÂãŮ y, ⃗x ÃŻĆŞ Φ ø Φ ∈ Σ_1 ĆîüþŚŻ ,ÀłŚŞ ćĄŻĄõ Φ(⃗x, y) ñĄõÂê ùŚðÂû ťĺŘ ÂþÁŢÓþÂãŮ-Σ_1 :ĆîýďĄÏĆŞ ,ćďŘÀœ ýÂÚþć ćŘěŊ ÂČçţõ

.ÀłŚŞ ťĺďć (ùÀœŚţĺŘ ñÀõ ďć) Φ(⃗n, f(⃗n)) ,⃗n ∈ N^k Âû ýŘěŘĆŞ (i T ⊢ ∀⃗x ∃!y Φ(⃗x, y) (ii .ťĺŘ “ćďŘć ćĄŻø y Œþ ŚfÖČìć” üĂãõ ĆŞ ∃!y ø ťĺŘ ŚûÂČçţõ ěŘ üûŚĂţõ ýŘĆóŚśœć ÂÚÈþŚÞœ ⃗x öŊ üţÈðěŚŞ ÂþÁŢŰŚśŹŘ Śþ ôŚŮ ÂþÁŢŰŚśŹŘ âŞŘĄŮ Ďf ĄÞãõ ,ĆþÂÑœ Œþ ÂþÁŢÓþÂãŮ-Σ_1 âŞŘĄŮ .ÀœĄłüõ ùÀČõŚœ ÃČœ ĆþÂÑœ

Parson^{12}

.ÀĂţÆû ĆČóøŘ üţÈðěŚŞ âŞŘĄŮ ŚfÖČìć IΣ_1 ÂþÁŢÓþÂãŮ-Σ_1 âŞŘĄŮ 5 ĆČÌì ťŞŚŹ âŞŚŮ ěŘ Ćî ÀĂţÆû ,k ≥ 1 ,N ĆŞ N^k ěŘ üãŞŘĄŮ ,ĆČóøŘ üţÈðěŚŞ âŞŘĄŮ Ćî ÝĂîüõ ýďøŊćŚþ üţÈðěŚŞ ÓþďŚãŮ ěŘ ùćŚÔţĺŘ SSČĂİÝû ø ÂþĄÊŮ ,řČîÂŮ ýŚûÛÞä ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ,üóŚŮ âŞŚŮ ø 0 .ÀĂþŊüõ ťĺćĆŞ ùÀł ŰŚśŹŘ ñÀð ÍĺĄŮ ŚfĺŚĺŘ ,ÀĂţÆû ÂþÁŢÓþÂãŮ Σ_1 ,IΣ_1 ďć ĆČóøŘ üţÈðěŚŞ âŞŘĄŮ ĆîSSþŘ ďć üÔÜţ£õ ÿþŚţœ ,PA ø IΣ_n ýŚûĆþÂÑœ ôŚŮ ÂþÁŢŰŚśŹŘ âŞŘĄŮ ýěŚĺÉ£Èõ ćďĄõ ďć .ťĺŘ .ćĄłüõ ÂÑœéÂň ŚûöŊ Âîč ěŘ Ćî ťĺŘ ťĺć

üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ø (ÓČãő ýŚûŠŚÆ§) PA ÓČãő ýŚûĆþÂÑœ Âþě .3.5

SSþŘ Ćb ãóŚÎõ Ćî ŚŻöŊ ěŘ .ÝþěŘćÂŢüõ PA ÓČãő ýŚûĆþÂÑœ Âþě üêÂãõ ĆŞ ,ťÞÆì SSþŘ ďć SSţÆœŘć ,ùÀł ôŚźœŘ ĆśĺŚ¡õ üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ŚŞ ŚûöŊ ŕŚśŮďŘ ÂÏŚąĆŞ ŚfĺŚĺŘ ,ŚûĆþÂÑœ .ťĺŘ ýďø Âő ,ÓČãő ýŚûŠŚÆ§ ćďĄõďć ćĄŻĄõ ÿþŚţœ Ýúê ýŘÂŞ ĆþÂÑœ SSþŘ ŰŚõÀÖõ ĆþÂÑœ Âþě SSþŘ Ćb ãóŚÎõ .ťĺŘ PA ÓČãő ýŚûĆþÂÑœ Âþě ěŘ üØþ ,ćøÀ¡õ ŠŚÆ§ Śþ ,IΔ_0 SSþŘ ćÂî ťŞŚŹ IΔ_0 ćďĄõďć ¿þÂŢ Ćî ýŘüĺŚĺŘ Ćb ČÌì .Àł ěŚèŊ^{13}¿þÂŢ ťČûø ď ÍĺĄŮ :ťĺŘ ďć .IΔ_0 ⊢ ∀x ∃y A(x, y) ø A(x, y) ∈ Δ_0 À Č Ă î ŋÂ ê (1971,¿ þÂ Ţ) 6 ĆČÌì .IΔ_0 ⊢ ∀x ∃y (y < x^k + l ∧ A(x, y)) Ćî ÀœćĄŻĄõ k ø l ťśůõ üãČśÏ ćŘÀäŘ ŰďĄňSSþŘ ćĄŻĄõ t ôÂŮ ùŚðöŊ ,B(⃗x, y) ∈ Δ_0 ĆîüþŚŻ ,IΔ_0 ⊢ ∀⃗x ∃y B(⃗x, y) ÂðŘ ,ÂŮüÜî ďĄÏĆŞ ø Ćî ťĺŘ IΔ_0 ⊢ ∀⃗x ∃y ≤ t B(⃗x, y)

ñĄõÂê ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ťĺŘ ÂþÁŢ ÓþÂãŮ −Σ_1 ,IΔ_0 ďć f(⃗x) : N^k −→ N âŞŚŮ 7 ĆźČţœ Ćî ýďĄÏ ĆŞ ÀĂłŚŞ ćĄŻĄõ t(⃗x) ôÂŮ ø (y ø ⃗x ÃŻ ýćŘěŊ ÂČçţõ öøÀŞ) Φ(⃗x, y) öĄİ ćøÀ¡õ .IΔ_0 ⊢ ∀⃗x ∃!y ≤ t Φ(⃗x, y) ø ÀłŚŞ ťĺďć ,⃗n ∈ N^k Âû ýŘěŘĆŞ ,Φ(⃗n, f(⃗n))

Parikh^{13}

,¿ þÂ Ţ Ćb Č Ì ì ěŘ ü ðćÂ È ê Ćb Č Ì ì Â Ş ü Ă ţ ś õ ü óÀ õ Ćb þÂ Ñ œ ùbćŚ ĺ ŰŚ ś ŹŘ Œ þ öÀ þć ýŘÂ Ş .ťĺŘ ĆČÌì SSþŘ ýŘÂŞ üœŚûÂŞ Ćb þÂÑœ üŮŚśŹŘ ýøŚ§ [Bus3,1.4.3] .ÀČĂČśŞ Řď [Kr,Th.5.1.4] .ťÆČœ ÂþÁŢÓþÂãŮ−Σ_1 ,IΔ_0 ďć ,x^y = z ,üþŚÞœ âŞŚŮ Ćî ćĄłüõ ĆźČţœ ¿þÂŢ Ćb ČÌì ěŘ 14.ćďøŊüõ ÀþÀŢ IΔ_0 ďć ŚûďŚţąŚĺ ěŘ ýďŚČÆŞ öćÂî ýďĄň ýŘÂŞ üĺŚĺŘ üţþćøÀ¡õ SSþŘ ŕŚśŮďŘ ø ćøÀ¡õ ŠŚÆ§ ćďĄõďć ďŚî ĆŞ ýćŚþě ğŚĂłÂĺ ćŘÂêŘ ,¿þÂŢ Ćb ČóøŘ ýŚûďŚî ěŘ ÀãŞ Řď [Bus1] ø [WP] ñŚůõ ýŘÂŞ .ğŚŞ ø ÅþÂŢ ,üØÜþø ÛČśì ěŘ ,ÀĂţąŘćÂŢ ŚûĆąŚł ÂþŚĺ ŚŞ öŊ .ÀČĂČśŞ

üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ćďĄõďć ĆÞÜî ÀĂİ 1.3.5

öŚõě Śþ ø (ĆÑêŚ§) ŚÌê ťúŻ ěŘ ÛŐŚÆõ üðÀČżČŢ üĺď ÂŞ ĆŞ ĆśĺŚ¡õ üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ .ćěŘćÂŢüõ ,ÂŮĄČşõŚî Ćb ÜČĺøĆŞ ø üÞţþďĄÚóŘ ŰďĄňĆŞ ŚûöŊ Û§ ýŘÂŞ ôěĎ (Û§ŘÂõ ćŘÀãŮ) .ÝþěŘćÂŢüõ üœŚõě üðÀČżČŢ ĆŞ ŚúĂŮ Śõ ŚŻSSþŘ ďć ùĄÖóŚŞ ýŘĆÑêŚ§ ŚŞ ,ñŊùÀþŘ ÂŮĄČşõŚî Œþ ěŘ üňŚą áĄœ ,^{15}ÙĂþďĄŮ üĂČłŚõ Œþ Ďf ĄÞãõ .ćÂî ĆŐŘďŘ ÙĂþďĄŮ ýŚûSSČłŚõ ěŘ ÕČìć ø ĳþÂň üÔČňĄŮ öŘĄŮüõ .ťĺŘ üûŚĂţõŚœ Ćb ÜČĺøĆŞ öŊ Û§ üðÀČżČŢ ,ďĄÑĂõ ,ćĄłüõ ĆÜßÆõ Œþ üðÀČżČŢ ěŘ ťś¡ň Ćî üõŚÚĂû ùćŚĺ ďŚČÆŞ ŚûSSČłŚõ SSþŘ ÀĂİÂû Ćî ťĺŘ ùÀł ťŞŚŹ âìŘø ďć .ťĺŘ ÙĂþďĄŮ SSČłŚõ Œþ ÂÚþć ùběŘÀœŘĆŞ ÙĂþďĄŮ ýŚûSSČłŚõ ,üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ĆŞ ŕĄŞÂõ ÀňŚÖõ ÂÑœ ěŘ ŚõŘ ,ÀĂţÆû .ÀĂţÆû ýĄì ŚûÂŮĄČşõŚî ťČãőø ďć ,ŰŚČÜÞä Ćb Ü§Âõ ýćŘÀãŮ ěŘ ÀãŞ ,ńŚą ýćø ďø Œþ ŚŞ ÙĂþďĄŮ SSČłŚõ Œþ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ .ćŘć ÀûŘĄą ĆõŘćŘ ďŚîĆŞ ĆÔìøüŞ ĆîSSþŘ Śþ ø ;ćĄłüõ ÓìĄţõ reject Śþ accept ÂÑœďć Řď , A ⊆ N ĆîüþŚŻ ,x^?∈ A ÛØłĆŞ üÜŐŚÆõ ŚúĂŮ öŘĄŮüõ ,ÂŹĄb õ ýďŘÁîÀî Œþ ěŘ ,x ñĄÏ ÂðöŚÈœ |x| .ćĄłüõ ćďŘø SSČłŚõ ĆŞ üþøćøć ŰďĄňĆŞ x Ćî ćĄłüõ ŋÂê .ťêÂð ø ,x > 0 ÂðŘ |x| = ⌈log_2(x + 1)⌉ ÝþďŘć .ťĺŘ öŊ üþøćøć ÛØł ďć x ôŚìďŘ ćŘÀãŮ üĂãþ

Œþ ĆŞ öŊ öćĄŞ ÂŮŒþćÃœ ýŘÂŞ üÜČóć ø ÀœŘćüõ IΔ_0 Ćb þÂÑœ ýŘÂŞ ýěŚČţõŘ Řď Óãő SSþŘ ¿þÂŢ ĆţśóŘ^{14} ťŞŚŹ Řď üþŚÞœ âŞŚŮ öćĄŞ ôŚŮ Ćî üþŚûĆþÂÑœ ĆŞ ťśÆœ ,(feasiblity) ýÂþÁŢĆśĺŚ¡õ ÂÑœ ěŘ ñŊùÀþŘ Ćb þÂÑœ .ÀĂĂîüõ Turing^{15}

.⌈log_2 x⌉ = y ⇐⇒ 2^{y−1} < x ≤ 2^y Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .|0| = 0 ýŘĆÜÞŻÀĂİ ŰďĄňĆŞ Ćî ťĺŘ N ěŘ üþŚûĆäĄÞźõÂþě Ćb Þû Ćb äĄÞźõ ,P üðÀČżČŢ ùbćď SSČłŚõ ùŚðÂû ,ćďŘć ÕÜãŮ P ĆŞ N ěŘ A Ćb äĄÞźõ Âþě ,ÂÚþć ŰďŚśäĆŞ .ÀĂţÆû ÂþÁŢÝČÞÊŮ ,n ∈ N ýćø ďø Âû ýŘěŘĆŞ ĆîýďĄÏĆŞ ÀĂłŚŞ ćĄŻĄõ f ýŘĆÜÞŻÀĂİ âŞŚŮ ø M_A ÙĂþďĄŮ :ŚfĂÞő ø ,ćĄł ÓìĄţõ ĆÜ§Âõ f(|n|) ÂůîŘÀ§ ďć M_A

n ∈ A ⇐⇒ ćĄłüõ ÓìĄţõ accept ťČãőø ďć n ýćø ďø ŚŞ M_A

ýćŚþě ťČÞûŘ ěŘ ,ÀĂţÆû Û§ ÛŞŚì ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ öŚõě ďć Ćî üÜŐŚÆõ üĂãþ ,P áĄœ ěŘ ÛŐŚÆõ .ÀœŘÛ§ ÛŞŚì ŚûÂŮĄČşõŚî ÍĺĄŮ “üÜÞä ďĄÏĆŞ” Ćî ÀĂţÆû üÜŐŚÆõ ŚúĂŮ ŘÂþě ,ÀœďŘćďĄąÂŞ ĎŚŞ ŚûöŊ üðÀČżČŢ ýùÀĂĂî SSČČãŮ ýŘĆÜÞŻÀĂİ Ćb Żďć ĆîüõŚÚĂû ÛŐŚÆõ ĆœĄðSSþŘ üţ§ .ÀłŚŞ üõĄźœ ťĺŘ SSØÞõ ďŚî SSþŘ ýŘÂŞ ôěĎ öŚõě ŘÂþě ,ÀĂţÆČœ Û§ ÛŞŚì ÂŹĄbõ ďĄÏĆŞ ,ÀłŚŞ :ÀĂîüõ öŚČŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø ýŘĆČőÂê ĆĂČõě SSþŘ ďć ŚõŘ ťĺŘ üÜÞä ø ÂŹĄbõ Û§ ýŘďŘć ĆÜßÆõ Œþ :(feasibility) üÜÞä ýÂþÁŢ ĆśĺŚ¡õ Ćb ČőÂê .ÀłŚŞ Û§ ÛŞŚì ýŘĆÜÞŻÀĂİ ŰďĄňĆŞ ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ öŘďŘÃðöŚČĂŞ ěŘ üØþ ,^{16}íĄî ěŘ [C] üÔČňĄŮ Ćb óŚÖõ ĆŞ ĆĂČõě SSþŘ ďć ÂţÈČŞ ĳČőĄŮ ýŘÂŞ SSČłŚõ Œþ ěŘ ťĺŘ ŰďŚśä ,SSČãõŚœ ÙĂþďĄŮ SSČłŚõ Œþ .ÀČĂî ĆãŻŘÂõ ,üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ Œþ ,ÂÚþć ŰďŚśäĆŞ .ťĺŘ ùÀÈœ ĆţêÂð ÂÑœ ďć SSČãõ ďĄÏĆŞ öŊ ďŚî Û§ŘÂõ Ćî ÙĂþďĄŮ üÔÜţ£õ ë ÂÏ ĆŞ ďŚî Ćb õŘćŘ öŚØõŘ ,ďŚî ěŘ ĆÜ§Âõ Âû ďć ńŚą ýćø ďø Œþ ŚŞ üĂČłŚõ SSČĂİ .ćďŘć (öŚõěÝû ďĄÏĆŞ) Řď öŊ ýŘÂŞ Ćî ťĺŘ üĂČãõŚœ ÙĂþďĄŮ SSČłŚõ ,ýŘĆÜÞŻÀĂİ SSČãõŚœ ÙĂþďĄŮ SSČłŚõ Œþ ďŚî ýŚûĆąŚł Ćb Þû ,m ýćø ďø Âû ýŘěŘ ĆŞ ,ĆîýďĄÏĆŞ ÀłŚŞ ćĄŻĄõ g ýŘĆÜÞŻÀĂİ âŞŚŮ .ÀœĄł ÓìĄţõ (reject Śþ accept ťČãőø ďć) g(|m|) ÂůîŘÀ§ öŚõě ďć ,öŊ SSČłŚõ ŚûöŊ ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ĆŞ ťĺŘ A öĄİ N ěŘ üþŚûĆäĄÞźõÂþě Ćb Þû ùbćď NP ÛìŘÀ§ ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ m ∈ A Ćî ýŘĆœĄðĆŞ ťĺŘ ćĄŻĄõ M_A ýŘĆÜÞŻÀĂİ SSČãõŚœ ÙĂþďĄŮ .ćĄł ÓìĄţõ accept ťČãőø ďć m ýćø ďø ŚŞ M_A ýďŚî ýŚûĆąŚł ěŘ üØþ

Cook^{16}

Ś þŊ ,ť ĺŘ øć SS þŘ ýøŚ Æ Ů ćďĄ õďć Ý ú õ ďŚ Č Æ Ş ø ěŚ Ş ñŘĄb ĺ .P ⊆ NP Ć î ť ĺŘ SS łø ď Ćî Ýúõ ÛŐŚÆõ ěŘ ýćŚþě ďŚČÆŞ ćŘÀãŮ ćďĄõďć Ćî ťĺŘ SSþŘ ďć ñŘĄb ĺ SSþŘ ťČÞûŘ ?P = NP ,üĂãþ ?Ćœ Śþ ÀĂţÆû ÃČœ P ďć ÛŐŚÆõ SSþŘ ŚþŊ Ćî ťÆČœ SSłø ď ěĄĂû ,ÀĂţÆû NP ďć ÝČœŘćüõ ŚþŊ ĆØĂþŘ üĂãþ ,SAT ÝČÞÊŮ Ćb óŚbÆõ ñŚůõ ýŘÂŞ ?Ćœ Śþ ÀĂţÆû Û§ ÛŞŚì ÂŹĄb õ ŰďĄňĆŞ ŚþŊ .ćďŘć ÕÜãŮ ÛŐŚÆõ ěŘ ùćď SSþŘ ĆŞ ,Ćœ Śþ ťĺŘ ÂþÁŢ ŔŚőďŘ ýŘ ùÀł ùćŘć ùŘĄ£óć ýŘùďŘÃð ñĄõÂê Ćb Þû Ćb äĄÞźõ NP(

∑_p

i ) .i ≥ 0 ýŘěŘĆŞ ∑_p i+1 = NP(

∑_p

i ) ø ∑_p 0 = P ÝČûćüõ ďŘÂì ĆŞ Ćî ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ SSČãõŚœ ÙĂþďĄŮ SSČłŚõ Œþ Ćb ÜČĺøĆŞ Ćî ťĺŘ N ěŘ üþŚûĆäĄÞźõÂþě Œþ A Ćb äĄÞźõ .ÀœĄłüõ É£Èõ ,ćďŘć üĺÂţĺć ÛîŘďŘ öŘĄĂäĆŞ Σ^p_i ýŚÌäŘ ěŘ üØþ ŕĄŞÂõ ŰŚäĚÏŘ ěŘ ÀœŘĄţŞ ĆÑ¡ó Âû ďć M ,ùŚðÂû ťĺŘ M ÙĂþďĄŮ SSČłŚõ Œþ ýŘÂŞ ÛîŘďŘ .ÀĂî ùćŚÔţĺŘ A ďć ťþĄÌä ĆŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě řŮŘÂõ ĆÜÆÜĺ ,i ≥ 0 ,Śû Σ^p_i Ćb Þû Ćb äĄÞźõ .Σ^p_1 = NP Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ,ÀœěŚĺüõ Řď (PH ÂÊţ£õ ďĄÏĆŞ Śþ Polynomial Time Hierachy)

PH = ∞⋃ i=0 Σ^p_i

ÓþÂãŮ ĆŞŚÈõ Ą¡œ ĆŞ (Lin H Śþ Linear Time Hierachy) üÎą öŚõě řŮŘÂõ ĆÜÆÜĺ :ćĄłüõ

.Lin H = ∞⋃ i≥0 Σ^l_i ø ,i ≥ 0 ,Σ^l_{i+1} = NLin Time(Σ^l_i) ø Lin Time = Σ^l_0

Ćb ÜČĺøĆŞ Ćî ÀłŚŞ üãČśÏ ćŘÀäŘ Ćb äĄÞźõ ýø ď üÎŞŘø ď Ćb Þû Ćb äĄÞźõ Δ^N_0 Ćî ÀČĂî ŋÂê x) Prime(x) Ćb ÎŞŘď ,ñŚůõ ýŘÂŞ .ÀĂţÆû ÂþÁŢÓþÂãŮ (ŠŚÆ§ öŚŞě ďć) ďŘÀœŘÂî üþŚûñĄõÂê :Ćî ťĺŘ ťĺďć N ďć ŘÂþě ćďŘć ÕÜãŮ Δ^N_0 ĆŞ (ťĺŘ ñøŘ ćÀä Œþ Prime(x) ←→ 1 < x ∧ ∀y ⩽ x ∀z ⩽ x (y.z = x −→ (y = 1 ∨ z = 1)) ďć Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ) Δ^N_0 = Lin H Ćî ťĺŘ SSþŘ ćďŘć ćĄŻø ćďĄõ SSþŘ ďć Ćî üśóŚŻ ťÖČÖ§ ýŚûÀî Ćb äĄÞźõ ŚŞ ,ťĺŘ N^k Œþ ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě âìŘø ďć Ćî ,N ýø ď ĆÎŞŘď Œþ ,ŚŻSSþŘ ťĺŘ öŚČŞ ÛŞŚì ćøÀ¡õ ýŚûñĄõÂê Ćb ÜČĺøĆŞ ýďŘÁðÀî SSþŘ .ťĺŘ ùÀł ĆţêÂð üØþ ÇþŚÌäŘ .( ÀœŘŰŚśŹŘ ÛŞŚì ,IΔ_0 ďć üţ§ ,öŊ ńŘĄą ø ýŘěŘĆ Ş Σ^p_j = Σ^p_i Ć î ýďĄ ÏĆ Ş À łŚ Ş ćĄ ŻĄ õ i ⩾ 0 ùŚ ðÂ û ćÃ þďü õ ø Â ê PH Ý Č þĄ ð ďć ü ĺŚ ĺŘ ø ěŚ Ş ü óŘĄb ĺ ćĄ ą ,Ć œŚ þ ćÃ þďü õ ø Â ê PH Ś þŊ Ć î SS þŘ .j ⩾ i Ć Ø þďĄ ÏĆ Ş j Â û ďć PH ćďĄ õ Ć Ş .ćďŘć ćĄ Żø Lin H ćďĄ õďć ü ú ŞŚ È õ ŰĎŘĄb ĺ .ť ĺŘ ü ðÀ Č ż Č Ţ Ćb þÂ Ñ œ Ćb ÜßÆõ Âc ČÑœ üc ÖÎĂõ ñŘĄb ĺ Ćî ÝĂîüõ ùďŚłŘ Lin H ćďĄõ ďć ŚõŘ ,ÝþěŘćÂŢüõ ýÀãŞ Ç£Ş ÛØł ĆŞ ýŚûñĄõÂê Ćb Þû Ćb äĄÞźõ E_1 .ťĺŘ Δ^N_0^?= E^N_1 ñŘĄb ĺ ,ĆÜÆÜĺ SSþŘ ľÃþď ø Âê .ťĺŘ x_i ÀìŚê üõÂŮ t_i ø ďĄĺ öøÀŞ üóĄõÂê φ ĆîüþŚŻ ,ťĺŘ ∃x_n < t_n . . . ∃x_1 < t_1φ ĆãóŚÎõ ćďĄõ^{17}ÂÞÜþø ÍĺĄŮ ďŚŞ ñøŘ IE_1 .ťĺŘ IE_1^?⊢ IΔ_0 ñŘĄbĺ ,ÂÚþć ÍśŮÂõ Ćb ÜßÆõ .ÀĂČśŞ Řď [Wilm] ,ťĺŘ üţÈðěŚŞ ùbÀœŚţĺŘŚœ ñÀõ ÀìŚê IE_1 Ćî ćÂî ťŞŚŹ ÂÞÜþø .ťêÂð ďŘÂì

üŮŚśĺŚ¡õ üðÀČżČŢ ø ÓČãő ýŚûŠŚÆ§ 2.3.5

ćøÀ¡õ ñĄõÂê SSČĂİÝû .ťĺŘ ÂþÁŢÓþÂãŮ −Δ_0 ,IΔ_0 ďć |x| âŞŚŮ Ćî ťĺŘ ùÀł ťŞŚŹ Řď ,öćĄŞ ôŚŮ ÃŻĆŞ ,x^y = z üþŚÞœ âŞŚŮ ñĄÞãõ ńŘĄą Ćb Þû IΔ_0 Ćî ćďŘć ćĄŻø ϕ(x, y, z) ýŚÌäŘ ýŚûÀî Ćb äĄÞźõ ùŚðöŊ M |= IΔ_0 ÂðŘ ,ÂÚþć éÂÏ ěŘ .ÀĂîüõ ŰŚśŹŘ öŊ ýŘÂŞ x ∈ MÂÊĂä Œþ ñĄÏ ÝČûŘĄ£Ş ÂðŘ ,ÂÚþć ŰďŚśäĆŞ .ťÆČœ ĆţÆŞ ŠÂő ť¡Ů ŚfõøÃó ,M SSČłŚõ ŚŞ ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ Ćb śĺŚ¡õ ďć ĆîöŚĂżœŊ) ÝČûć ÇþŘÃêŘ ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ ŰďĄňĆŞ Řď ýŘÂŞ SSþŘÂŞŚĂŞ .ćĄŞ ÀûŘĄ£œ M ěŘ ýĄÌä Àî ŚfõøÃó ďŚî ÛňŚ§ (ťĺŘ ěŚČœ ćďĄõ ÙĂþďĄŮ ťĺŘ ùÀł ôĄÜãõ .ťĺŘ IΔ_0 ěŘ ÂţþĄì ýŘĆþÂÑœ ĆŞ ěŚČœ ,ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ Ćb śĺŚ¡õ öćÂî ýďĄň ÛňŘ Ćî Ω_1 : ∀x, y ∃z x^{|y|} = z .ćĄł ĆêŚőŘ IΔ_0 ĆŞ ÀþŚŞ ćďĄõ SSþŘ ďć Ćî ťĺŘ ýÃČİ ŚbÖČìć ,üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ŚŞ ŚûöŊ ŕŚśŮďŘ ø ÓČãő ýŚûŠŚÆ§ Ćb ãóŚÎõ Ćb ĂČõě ďć Ýúõ ñĄ¡Ů Œþ ĆãĺĄŮ üœŚŞě ďć üóø IΔ_0 + Ω_1 ýŚûĆþÂÑœ Âþě ŚfĺŚĺŘ Ćî) ýÀþÀŻ ýŚûĆþÂÑœ üêÂãõ ŚŞ SSþŘ .ÀõŊ ćĄŻøĆŞ (Princeton 1985) ÇþŘÂţîć ÃŮ ďć ğŚŞ ÛŐĄõŚĺ ÍĺĄŮ (ÀĂţÆû ĆţêŚþ {0, s, +, ., #, |x|, ⌊^1_2 x⌋} ÀþÀŻ öŚŞě ďć ŚûĆþÂÑœ SSþŘ .Àł ŤŚİ [Bus1] ŰďĄňĆŞ ŘfÀãŞ ÃŮ

Wilmer^{17}

.ťĺŘ 2^{|x| |y|} ÂðöŚþŚÞœ (y ÇÞĺŘ x) x#y .ÀœŘùÀł đÂÎõ :ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄňĆŞ öŚŞě SSþŘ ďć ćøÀ¡õ ýŚûñĄõÂê ěŘ Π^b_i ø Σ^b_i ýŚûùćď

ÀČîŘ üÚÞû ŚûöŊ ďć ćĄŻĄõ ýŚûďĄĺ Ćî ÀĂţÆû üþŚûñĄõÂê Ćb Þû Ćb äĄÞźõ Σ^b_0 = Π^b_0 (1 .ÀĂţÆû ∃x < |t| Śþ ∀x < |t| ÛØłĆŞ üĂãþ ,ÀĂłŚŞüõ

:ÀĂĂîüõ ëÀň Âþě ÍþŘÂł ďć Ćî ÀĂţÆû üþŚûĆäĄÞźõ SSþÂŮŒİĄî ,Π^b_{i+1} ø Σ^b_{i+1} (2

.Σ^b_i , Π^b_i ⊆ Π^b_{i+1} ø Σ^b_i , Π^b_i ⊆ Σ^b_{i+1} (a .∀x ⩽ |t|φ ∈ Σ^b_{i+1} ø ∃x ≤ tφ ∈ Σ^b_{i+1} ùŚðöŊ ,φ ∈ Σ^b_{i+1} ÂðŘ (b .∃x ≤ |t|φ ∈ Π^b_{i+1} ø ∀x ≤ tφ ∈ Π^b_{i+1} ùŚðöŊ ,φ ∈ Π^b_{i+1} ÂðŘ .(φ ∨ ψ) ∈ Σ^b_{i+1} ø (φ ∧ ψ) ∈ Σ^b_{i+1} ùŚðöŊ ,φ, ψ ∈ Σ^b_{i+1} ÂðŘ (c .(φ ∨ ψ) ∈ Π^b_{i+1} ø (φ ∧ ψ) ∈ Π^b_{i+1} ùŚðöŊ ,φ, ψ ∈ Π^b_{i+1} ÂðŘ .ÀĂţÆû Σ^b_{i+1} ďć (ψ −→ φ) ø ¬ψ ùŚðöŊ ,ψ ∈ Π^b_{i+1} ø φ ∈ Σ^b_{i+1} ÂðŘ (d .ÀĂţÆû Π^b_{i+1} ďć (ψ −→ φ) ø ¬ψ ùŚðöŊ ,ψ ∈ Σ^b_{i+1} ø φ ∈ Π^b_{i+1} ÂðŘ

:ÀłŚŞ ťĺďć ŚûöŊ ćďĄõďć Âþě Ćb ČÌì Ćî ÀœŘùÀł ÓþÂãŮ ýŘĆœĄðĆŞ ëĄê ýŚûùćď

üðÀČżČŢ ùbćď ĆŞ üãČśÏ ćŘÀäŘ Ćb äĄÞźõ ěŘ A Ćb äĄÞźõÂþě .i ≥ 1 ÀČĂî ŋÂê 8 ĆČÌì Ćb ÜČĺøĆŞ Ćî N ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě Ćî ÀłŚŞ ćĄŻĄõ Σ^b_i ďć üóĄõÂê ,ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ćďŘć ÕÜãŮ Σ^p_i .ÀłŚŞ A ŚŞ ÂŞŘÂŞ ,ćĄłüõ ÓþÂãŮ öŊ .ÀĂîüõ öŚČŞ Řď ŚûćŚÞœ Ćb ČóøŘ ńŘĄą Ćî ,ÀþÀŻ öŚŞě ďć ,Q ĆČśł ťĺŘ ýŘĆþÂÑœ BASIC .ÀĂţÆû BASIC ĄÌä øć ,x ≠ 0 −→ |x| = s(|⌊^1_2 x⌋|) ø |x#y| = s(|x|.|y|) ñŚůõ ýŘÂŞ :ćĄłüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄňĆŞ ,PIND ,ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ ýŘÂÖţĺŘ [ A(0) ∧ ∀x (A(⌊ 1 2 x⌋) −→ A(x)) ] −→ ∀xA(x).

ŚŞ ùŘÂÞû BASIC áĄőĄõ ñĄňŘ ýŘďŘć Ćî ťĺŘ ýŘĆþÂÑœ S^i_2 ,i ≥ 0 ýŘěŘĆŞ 9 ÓþÂãŮ .S_2 = ⋃ i S^i_2 SSČĂİÝû .ťĺŘ Σ^b_i ýŚûñĄõÂê Ćb Þû ýø ď PIND

S^i_2 ≠ S^{i+1}_2 ŚþŊ ,üĂãþ ?Ćœ Śþ ťĺŘ ÀČîŘ S^1_2 ⊆ S^2_2 ⊆ . . . Ćb óŚśœć ŚþŊ Ćî ťÆČœ ôĄÜãõ ěĄĂû ?i Âû ýŘÂŞ Âîč ěŘ Ćî ÀœŘùÀł üêÂãõ öŘÂÚþć ø ğŚŞ Ćb ÜČĺøĆŞ ĆĂČõě SSþŘ ďć ÃČœ ýÂÚþć ýŚûĆþÂÑœ .ćĄłüõ ÂÑœéÂň ŚûöŊ

üóĄõÂê φ ÂðŘ ,ÂÚþć ŰďŚśäĆŞ .ťĺŘ IΔ_0 + Ω_1 ěŘ ĆœŘďŚîĆÑêŚ¡õ üãČĺĄŮ S_2 10 ĆČÌì .S_2 ⊢ φ ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ IΔ_0 + Ω_1 ⊢ φ ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ ŠŚÆ§ üóĄÞãõ öŚŞě ĆŞ ÕÜãţõ

ø Âê PH ÂðŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ÓČãő ýŚûŠŚÆ§ ěŘ S^1_2 ⊆ S^2_2 ⊆ . . . Ćb óŚśœć 11 ĆČÌì ÀČîŘ ,SSČĂİÝû .S^i_2 ≠ S^{i+1}_2 ,i ≥ 1 Âû ýŘěŘĆŞ üĂãþ ,ťĺŘ ÀČîŘ ĆóŚśœć SSþŘ ùŚðöŊ ,ćÃþÂœ ďĄÏĆŞ ŚŞ ñćŚãõ ćĄą Ćî ,ťĺŘ S_2 öćĄśœ ÂþÁŢÛňŘ üûŚĂţõ ďĄÏĆŞ ŚŞ ñćŚãõ ëĄê Ćb óŚśœć öćĄŞ .ťĺŘ IΔ_0 öćĄśœ ÂþÁŢÛňŘ üûŚĂţõ

M |= S_2 öĄ İ ü óÀ õ Â ðŘ Ś ú Ă Ů ø Â ðŘ ť Æ Č œ Â þÁ ŢÛ ňŘ ü ûŚ Ă ţ õ ďĄ ÏĆ Ş S_2 12 ĆČÌì Ćb ÜČĺøĆŞ M (ÂţõŘďŚŢ ŚŞ) ÂþÁŢÓþÂãŮ ýŚûĆäĄÞźõÂþě ,i Âû ýŘěŘĆŞ ĆîýďĄÏĆŞ ÀłŚŞ ćĄŻĄõ ýŚûñĄõÂê Ćb ÜČĺøĆŞ (ÂţõŘďŚŢ ŚŞ) ÂþÁŢÓþÂãŮ ýŚûĆäĄÞźõÂþě ěŘ ÂţÈČŞ ŘfÀČîŘ Σ^b_{i+1} ýŚûñĄõÂê .ÀĂłŚŞ Σ^b_i

.ťĺŘ ùćĄÞœ ĆŐŘďŘ S^i_2 ýŚûĆþÂÑœ ôŚŮ ÂþÁŢŰŚśŹŘ âŞŘĄŮ ěŘ üÖČìć ÓČňĄŮ SSČĂİÝû ,ğŚŞ ťóŚ§ SSþŘ ďć Ćî) ťĺŘ S^1_2 ôŚŮ ÂþÁŢŰŚśŹŘ âŞŘĄŮ ýěŚĺÉ£Èõ ćďĄõ ,ťÞÆì SSþÂŮřóŚŻ (.ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ S^1_2 ÂþÁŢÓþÂãŮ −Σ^b_1 âŞŘĄŮ ŰďĄňĆŞ

ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ öŚõě ďć ÂþÁŢĆśĺŚ¡õ âŞŘĄŮ ŚfÖČìć S^1_2 ÂþÁŢÓþÂãŮ −Σ^b_1 âŞŘĄŮ 13 ĆČÌì (.ÝČúŻŘĄõ ÙĂþďĄŮ ýŚûSSČłŚõ ěŘ üŮøŚÔţõ ŚfţśÆœ áĄœ ŚŞ ŚŻSSþŘ ďć Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ) .ÀĂţÆû

ýŚûŕŚśŮďŘ SSČĂİÝû .ÀČĂî ĆãŻŘÂõ [Kr] ø [HP] âŻŘÂõ ĆŞ ÀČœŘĄŮ üõ ëĄê ýŚþŚÌì ýŘÂŞ ÛõŚł [Bus2] ,ćďŘć ćĄŻø ŚûùďŘÃð ÕÎĂõ ďć ŚûŰŚśŹŘ üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ø S^1_2 SSČŞ üśóŚŻ

Ćb ČÌì ÕþÂÏ ěŘ ŚûùďŘÃð ÕÎĂõ ćĄą Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .ťĺŘ ĆĂČõě SSþŘ ďć ÿþŚţœ ÂŞ ýďø Âõ ďŘÂì üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ üĺŚĺŘ ŰĎŘĄb ĺ ŚŞ ÝČÖţÆõ ŕŚśŮďŘ ďć (íĄî ÍĺĄŮ ùÀł ŰŚśŹŘ) Âþě NP ýŚÌäŘ ýŚûÝÞţõ Ćb Þû Ćb äĄÞźõ ÂÚÈþŚÞœ coNP Ćî ÝĂîüõ ýďøŊćŚþ Ěf śì .ćÂČðüõ Ćî Àþć öŘĄŮüõ üðćŚĺĆŞ .ťĺŘ NP^?= coNP ,üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ďć üĺŚĺŘ ñŘĄbĺ Œþ .ťĺŘ ,ŰŚśŹŘ üðÀČżČŢ Ćb þÂÑœ ďć Ćî ôĄłüõ ÂîÁţõ SSČĂİÝû .P ≠ NP ùŚðöŊ NP ≠ coNP ÂðŘ ø öŊ ďć (ŚûÃţœŘÂŢ ø üÖÎĂõ ýŚûĆÎŞŘď ,ŚûÂČçţõ) ŚûćŚÞœ ćŘćăď ćŘÀãŮ ŚŞ ÂŞŘÂŞ ùďŘÃð Œþ ñĄÏ ďć ùÀłÂûŚÒ ýŚûùďŘÃð ñĄÏ áĄÞźõ ŚŞ ÂŞŘÂŞ ,(öŚûÂŞ Œþ Ěf ůõ) ŚûùďŘÃð ěŘ ĆóŚśœć Œþ ñĄÏ .ťĺŘ öŊ

ÀłŚŞ ćĄŻĄõ ŚûùďŘÃð ÕÎĂõ ýŘÂŞ üŮŚśŹŘ üûŚÚţĺć ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ NP = coNP 14 ĆČÌì ćĄŻø p(x) ýŘĆÜÞŻÀĂİ üĂãþ) ÀłŚŞ ùŚŮĄî üŮŚśŹŘ ýŘďŘć ĄÚţĺŘď Âû öŊ ďć Ćî ýďĄÏĆŞ .(ÀłŚŞ ùŚÚţĺć SSþŘ ďć p(|τ|) ěŘ ÂţÞî ùběŘÀœŘ ŚŞ üŮŚśŹŘ ýŘďŘć τ ĄÚţĺŘď Âû Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć

öŊ ýŚûĆþÂÑœÂþě ø üþŘÂðćĄúł ŠŚÆ§ .6

.ÝþěŘćÂŢüõ öŊ ýŚûĆþÂÑœÂþě ø üþŘÂðćĄúł ŠŚÆ§ ÂÊţ£õ üêÂãõ ĆŞ üþŚúţœŘ ÛÊê SSþŘ ďć .ťĺŘ [TD] ,üþŘÂðćĄúł ÕÎĂõ SSČĂİÝû ø ŠŚÆ§ SSþŘ ćďĄõďć üÜňŘ âŻÂõ ťĺćĆŞ ŒČĺĚî ÕÎĂõ ěŘ ,A ∨ ¬A ,űóŚŹ Õł ćÂÏ ÛňŘ éÁ§ ŚŞ üþŘÂðćĄúł ÕÎĂõ ěŘ üØþ âìŘø ďć ø ťĺŘ üĂţąŚĺ đĚÎňŘĆŞ ýŚûÕÎĂõ ěŘ üØþ üþŘÂðćĄúł ÕÎĂõ .ÀþŊüõ .ťĺŘ ŚûöŊ SSþÂŮÝúõ :ÀłŚŞ üêŚî ýćĄúł ÕÎĂõ ěŘ Âþě ťČňŚą øć öŚČŞ ÀþŚł ,üĂţąŚĺ ôŚœ ĆČŻĄŮ ýŘÂŞ

.⊢_i B Śþ ⊢_i A ùŚðöŊ ,⊢_i A ∨ B ÂðŘ :(DP) üÜÊê ťČňŚą (i)

ćĄŻĄõ öŚŞě ďć t öĄİ ýŘĆţÆŞ ôÂŮ ùŚðöŊ ,⊢_i ∃xA(x) ÂðŘ :(ED) ýćĄŻø ťČňŚą (ii) .⊢_i A(t) Ćî ťĺŘ

ÂČÑœ .ÀĂîüõ öŚČŞ Řď (IQC) ñøŘ Ćb śŮÂõ üþŘÂðćĄúł ÕÎĂõ ďć ýÂþÁŢŰŚśŹŘ ,⊢_i Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ

18ÙĂČţČû Ćb ÜČĺø ĆŞ Ćî ťĺŘ (HA) ÙĂČţČû ŠŚÆ§ Śþ üþŘÂðćĄúł ŠŚÆ§ ,PA üþŘÂðćĄúł .ťêÂð ďŘÂì ĆãóŚÎõ ćďĄõ ø Àł üêÂãõ 1930 ñŚĺ ďć Ćî ÝČœŘćüõ ùøĚäĆŞ .ťĺŘ ŘďŘć Řď ED ø DP ťČňŚą øć ÃČœ HA Ćî ćÂî ťŞŚŹ öŘĄŮüõ Řď PA ÿþŚţœ Ćb Þû HA ,SSČĂİÝû .HA ⊢ φ ùŚðöŊ PA ⊢ φ ÂðŘ ,φ ∈ Π_2 ñĄõÂê Âû ýŘěŘĆŞ .ÀĂîüõ ťŞŚŹ ,ÀĂłŚŞ ∨ ø ∃ ÀìŚê üþŚûñĄõÂê ŰďĄňĆŞ Ćî 19Â þŚ Þ ûø .ť ĺŘ À þÀ Ż Śf ţ ś Æ œ ýďŚ î ,À Ă õôŚ Ñ œ ďĄ ÏĆ Ş ,HA ýŚ ûĆ þÂ Ñ œÂ þě Ćb ã óŚ Î õ À Ă łŚ Şü õ IΠ_1 ø IΣ_1 ü þŘÂ ðćĄ ú ł Â Č Ñ œ ř Č ŮÂ ŮĆ Ş Ć î ,Řď HA ěŘ iΠ_1 ø iΣ_1 Ćb þÂ Ñ œ øć Řď [We] ,iΣ_1 ⊬ iΠ_1 ø iΠ_1 ⊬ iΣ_1 Ć î ćÂ î ť ŞŚ Ź ,ñŚ ů õ ýŘÂ Ş ø ćŘć ďŘÂ ì Ć ã óŚ Î õ ćďĄ õ üóø iΣ_1 ⊢ ∀x, y ∃z x^y = z ćÂî ťŞŚŹ ÂþŚÞûø ;iΠ_1 ⊬ iΣ_1 ĆîöŊ öćŘć öŚÈœ ýŘÂŞ .ÀČĂČśŞ .iΠ_1 ⊬ ¬¬ ∀x, y ∃z x^y = z Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ [M1] ďć .iΠ_1 ⊬ ∀x, y ∃z x^y = z ďŚČÆŞ ¬¬A ,üÜî ťóŚ§ ďć ,üþŘÂðćĄúł ÕÎĂõ ÂŞ üĂţśõ ýŚûĆþÂÑœ ćďĄõďć Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ĆãóŚÎõ ćďĄõ [MOMO] ďć SSČĂİÝû ,iΠ_1 ø i∀_1 ,iopen ýŚûĆþÂÑœ .ťĺŘ A ěŘ ÂŮÓČãő .ÀœŘĆţêÂð ďŘÂì Õ Î Ă õ ďć ,Œ Č ĺĚ î Õ Î Ă õ ďć ýÀ œĄ È Č Ţ ñŚ õÂ œ Û Ø ł Ćb Č Ì ì Ć î ť ĺŘ ùÀ ł ť ŞŚ Ź ÕÎĂõ ďć ,ùŘĄ£óć ñĄõÂê Âû Ćî ťÆČœ SSČĂİ ,ÂÚþć ŰďŚśäĆŞ .ťÆČœ Âśţãõ üþŘÂðćĄúł ÛØłĆŞ üóĄõÂê ŚŞ ñćŚãõ ,üþŘÂðćĄúł (Q_nx_n) . . . (Q_1x_1)A ŠŚ Æ § ďć ř Ü Î õ SS þŘ .ť ĺŘ ďĄ ĺ À ìŚ ê ü óĄ õÂ ê A ø ,∀ Ś þ ∃ ďĄ ĺ Q_i Ć îü þŚ Ż ,ť ĺŘ ÀþÀ¡Ů ŔŘÂÖţĺŘ ÛňŘ ŚŞ HA üĂãþ ,iPNF Ćî ťĺŘ ùÀł ôĄÜãõ .ťĺŘ ĳČ¡ň ÃČœ üþŘÂðćĄúł ø^{20}ÂÆþø ,ñŚůõ ýŘÂŞ .ťĺŘ HA ćĄą ěŘ ÂŮÓČãő ďŚČÆŞ ,ýÀœĄÈČŢ ýŚûñĄõÂê ĆŞ ùÀł .ÀČĂČśŞ Řď ]We[ ,ťĺŘ iΠ_2 ěŘ ĆœŘďŚîĆÑêŚ¡õ Ń Π_2 üãČĺĄŮ iPNF ;Ćî ÀœŘùćÂî ťŞŚŹ ÂþŚÞûø ø üêÂãõ Řď (ŠŚÆ§ üóĄÞãõ öŚŞě ďć) HA ěŘ ýÀþÀŻ ýŚûĆþÂÑœÂþě ŘfÂČąŘ ]Bur[ ďĄŞ .ø řÆ§ÂŞ ĆØÜŞ ŚûďĄĺ řÆ§ÂŞ Ćœ Řď ŚûñĄõÂê üðÀČżČŢ ďĄŞ .ťĺŘ ùćŘć ďŘÂì ĆãóŚÎõ ćďĄõ ěŘ üØþ {ϕ_n : n ≥ 0} ùbćŘĄœŚą .ťĺŘ ĆţêÂð ÂÑœďć ŚûöŊ ďć ćĄŻĄõ −→ ÍŞŘø ď ćŘÀãŮ

Heyting^{18} Wehmeier^{19} Visser^{20}

ďć ,üŞŚÆ§ ñĄõÂê Âû Ćî ùćÂî ťŞŚŹ øŘ .ťĺŘ ùćÂî üêÂãõ ďĄŞ Ćî ťĺŘ üþŚûñĄõÂê ùbćŘĄœŚą iϕ_n ěŘ ĆœŘďŚîĆÑêŚ¡õ Ń Π_2 üãČĺĄŮ IΣ_n ŚfĂÞő .ťĺŚûñĄõÂê SSþŘ ěŘ Œþ ŚŞ ñćŚãõ iΔ_0 ÃČœ ğŚŞ ýŚûĆþÂÑœ Ćb œŚþŘÂðćĄúł ÂČÑœ .n ≥ 0 ýŘěŘĆŞ ,Iϕ_n ≡_c IΣ_n SSČĂİÝû ø ťĺŘ ÂðŘ Ćî ÀœŘùćÂî ťŞŚŹ ]CU[^{21}ŰďŚúîďŘ ø íĄî ,ñŚůõ ýŘÂŞ .ÀœŘĆţêÂð ďŘÂì ĆãóŚÎõ ćďĄõ ÂþÁŢĆśĺŚ¡õ âŞŚŮ ùŚðöŊ ,ťĺŘ S^1_2 Ćb œŚþŘÂðćĄúł ÂČÑœ IS^1_2 ĆîüþŚŻ ,IS^1_2 ⊢ ∀⃗x ∃y φ(⃗x, y) ýŘÂŞ üŞĄą ćÃõŚœ Řď IS^1_2 ,øćSSþŘ .IS^1_2 ⊢ ∀⃗x φ(⃗x, f(⃗x)) Ćî ťĺŘ ćĄŻĄõ f ýŘĆÜÞŻÀĂİ Ćî ýŘĆþÂÑœ üĂãþ ,ÀĂœŘćüõ (feasible) üÜÞä ÂþÁŢĆśĺŚ¡õ Ćb þÂÑœ Œþ öŘĄĂäĆŞ öÀł üêÂãõ öŚÈœ [M2] ďć .ÀĂłŚŞ (ýŘĆÜÞŻÀĂİ) ùŚŮĄî ýŚûŰŚśŹŘ ýŘďŘć Ćî ÀĂî ťŞŚŹ Řď üþŚûÃČİ ŚfÖČìć ýŘ ĆÜÞŻ ÀĂİ ŔŘÂÖţĺŘ ÂŞ ùÀł ŚĂŞ ýćĄúł ćøÀ¡õ ŠŚÆ§ ýŚû ĆþÂÑœ Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŘć .ÀĂţÆû ÃþŚÞţõ ,ŚúœŊ ŒČĺĚî ÂþŚÑœ éĚą ÂŞ ,NP ø P ýŚû ùćď ŚŞ ÍśŮÂõ ýŚúóĄõÂê ýø ď ÿþŚţœ ø ùćÂî ĆãóŚÎõ ÃČœ Řď ,i ≥ 1 ,S^i_2 ÂČÑœ Ćb œŚþŘÂðćĄúł ýŚûĆþÂÑœ ,]H[^{22}ŒČœďŚû .ø .ťĺŘ ùćďøŊ ťĺćĆŞ ŚûöŊ ôŚŮ ÂþÁŢŰŚśŹŘ ďĄÏĆŞ âŞŘĄŮ ćďĄõ ďć üúŞŚÈõ

ÂØÈŮ ùŚðďŚî ÃČõŊ ťČÖêĄõ ýďŘÃðÂŞ ďć öŘøŘÂê ľĚŮ ÂÏŚą ĆŞ üþŚìŊ üśţźõ Âţîć ýŚìŊ ěŘ ýŚìŊ ø (Àł ĆŐŘďŘ ŚźœŊ ďć ďŚŞ SSČóøŘ ĆóŚÖõ SSþŘ ĆØČŐŚŻ) öŚúÔňŘ üţãĂň ùŚÚÈœŘć ďć ÕÎĂõ .ôďŘć öŘøŘÂê ÂØÈŮ üþŚúœ Ćb £Æœ Ćb ČúŮ ďć ŒÞî ÂÏŚą ĆŞ áďŘě üÔÎÊõ

âŻŘÂõ

[BK] A. Bovikin and R. Kaye, Order-Types of Models of Peano Arithmetic, Logic and Algebra, 275–285, Contemp. Math., 302, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2002 .

Urquhart^{21} Harnik^{22}

[Bur] W. Burr, Fragments of Heyting Arithmetic, J. Symbolic Logic 63 (2000), 1223-1240.

[Bus1] S. Buss, Bounded Arithmetic, Bibliopolis, Napoli, 1986. Revision of 1985 Princeton University Ph.D. thesis.

[Bus2] S. Buss, Bounded Arithmetic and Propositional Proof Complexity. Logic of Computation (Marktoberdorf, 1995), 67-121, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. F Comput. Systems Sci., 157, Springer, Berlin, 1997.

[Bus3] S. Buss, First Order Proof Theory of Arithmetic, in Hand Book of Proof Theory, ed. S. Buss, Elsevier Science, 1998.

[Bus4] S. Buss, Bounded Arithmetic, Proof Complexity and Two Papers of Parikh, Ann. Pure App. Logic, 96 (1999)43-55.

[C] S. A. Cook, The P versus NP Problem, available at http://www.cs.toronto.edu/ sacook/. [CU] S. A. Cook and A. Urqhuart, Functional Interpretations of Feasibly Constructive Arithmetic, Ann. Pure and Appl. logic 63 (1993), 103-200. [D] C. Dimitracopolos, On End Extensions of Models of Subsystems of Peano Arithmetic, Theo. Computer Sci., 257 (2001) 79-84.

[H] V. Harnik, Provably Total Functions of Intuitionistic Bounded Arithmetic, J. Symbolic Logic, 57 (1992) 466-477.

[HP] P. Hajek and P. Pudlak, Metamathematics of First-Order Arithmetic, Springer, 1993.

[K1] R. Kaye, Model-Theoretic Properties Characterizing Peano Arithmetic, J. Symbolic Logic, 56 (1991) 949-963.

[K2] R. Kaye, Models of Peano Arithmetic, Oxford University Press, Oxford, 1991.

[Kr] J. Krajicek, Bounded Arithmetic, Propositional Logic, and Complexity Theory, Cambridge University Press, 1995.

[MM] A. Macintyre and D. Marker, Primes and Their Residue Rings in Models of Open Induction, Ann. Pure Appl. Logic, 43 (1989) 57-77. [M] Moj. Moniri, Recursive Models of Open Induction of Prescribed Finite Transcendence Degree > 1 with Cofinal Twin Primes, C. R. Acad. Paris Ser. I Mathe. 319 (1994) 903-908.

[MOMO] Mor. Moniri and Moj. Moniri, Some Weak Fragments of HA and Certain Closure Properties, J. Symbolic Logic, 67 (2002) 91-103. [M1] Mor. Moniri, Intuitionistic Weak Arithmetic, Arch. Math. Logic, 42 (2003) 791-796.

[M2] Mor. Moniri, Comparing Constructive Arithmetical Theories Based on NP- PIND and coNP-PIND, J. Logic and Computation, 13 (2003) 881-888. [PH] J. Paris and L. Harington, A Mathematical Incompleteness in Peano Arithmetic, in Hand Book of Mathematical Logic, ed. J. Barwise, North-Holland, 1977. [TD] A. S. Troelstra and D. van Dalen, Constructivism in Mathematics, Vol. I, North-Holland, Amsterdam, 1988.

[We] K. F. Wehmeier, Fragments of HA Based on Σ1-Induction, Arch. Math. Logic 37 (1997), 37-49.

[Wilk] A. J. Wilkie, Some Results and Problems on Weak Systems of Arithmetic, Logic Colloquium’ 77, North-Holland, 1978, 285-296.

[Wilm] G. Wilmers, Bounded Existential Induction, J. Symbolic logic 40 (1985), 72-90.

[WP] A. Wilkie and J. Paris, On the Scheme of Induction for Bounded Arithmetic Formulas, Ann. Pure Appl, Logic 35 (1978) 261-302.