
ترکیبیات در معین نیمه برنامه�ریزی و خطͬ برنامه�ریزی
کامپیوتر علوم و

ͬͽبی ابوالفتح سلمان
ریاضیات پژوهشͺده بنیادی، دانشهای پژوهشͽاه

سال�های در کامپیوتر علوم و ترکیبیات در آن کاربرد که است محدب بهینه�سازی از خاصͬ فرم معین نیمه بهینه�سازی
شانون٢ ظرفیت برای بالایͬ کران نیمه�معین برنامه�ریزی از استفاده با لواز١ ١٩٧٩ سال در است. بوده موفق بسیار اخیر
١٩٩۵ سال در ویلیامسون۴ و گومنز٣ همچنین کرد. محاسبه را پنج طول به دور ظرفیت آن وسیله به و آورد بدست گراف�ها
با را گراف ͷی بیشینه۵ برش که کردند طراحͬ MAXCUT مسأله برای الͽوریتمͬ معین، نیمه برنامه�ریزی از استفاده با
نیمه�معین بهینه�سازی که هستند نتایجͬ مهم�ترین و اولین جزء دو این مͬ�کند. محاسبه چند�جمله�ای زمان در تقریب0.8785
ترکیبیاتͬ بهینه�سازی در ابزارها مهم�ترین از ͬͺی به نیمه�معین برنامه�ریزی گذشته دهه دو در است. بوده مفید بسیار آنها حل در

است. ابزار این با کلͬ آشنایͬ درسنامه این از هدف است. شده تبدیل تقریبͬ الͽوریتم�های و
همچنین و معین نیمه برنامه�ریزی و خطͬ برنامه�ریزی در مهم قضای و تعاریف بر کلͬ مروری شامل درسنامه این
بسیار منابع کنید. مراجعه [١] لواز مقاله به زمینه این در بیشتر مطالعه برای است. کامپیوتر علوم و ترکیبیات در آنها کاربر�د
این ترکیبیاتͬ جنبه�های هم و الͽوریتمͬ جنبه�های هم که هستند [۵ ،۴ ،٣ ،٢] کتاب�های� شامل زمینه این در دیͽر خوب
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خطͬ برنامه�ریزی ١

و ماتریس�ها برداری، فضاهای اینجا در مͬ�دهیم. نمایش R با را حقیقͬ اعداد مجموعه و Z با را صحیح اعداد مجموعه
با را آن مؤلفه�های که است ستونͬ برداری v ∈ Rn از منظور مͬ�شوند. گرفته نظر در حقیقͬ اعداد روی معمولا˟ بردارها

مͬ�دهیم. نشان v1, . . . , vn ∈ R

v =


v1
v2
...
vn

 .
داریم پس مͬ�دهیم. نشان ⟨·, ·⟩ با را Rn روی داخلͬ ضرب است. v ترانهاده برابر سطری برداری vt

⟨v,w⟩ = vtw =

n∑
i=1

viwi.

با است برابر v بردار طول
∥v∥ = ⟨v,v⟩1/2.
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1n ∈ Rn همچنین مͬ�دهیم. نمایش 0 ∈ Rn با را آن و هستند صفر برابر آن مؤلفه�های همه که است برداری صفر بردار
هستند. 1 آن مؤلفه�های همه که مͬ�گیریم برداری را

مͬ�شوند. نمایشداده xij Xبا ∈ Rm×n ماتریس درایه�های و مͬ�دهیم Rm×nنشان با ماتریس�هایm×nرا فضای
ضرب مͬ�توان نیز ماتریس�ها فضای روی مͬ�دهیم. نمایش I با را همانͬ ماتریس Xاست. ماتریس Xtترانهاده همچنین

گرفت: نظر در را هیلبرت-اشمیت۶ داخلͬ

⟨X,Y ⟩ = tr(XtY ) =
∑
i,j

xijyij .

ͷی Eij-ها صورت این در باشند. صفر آن درایه�های بقیه و 1 آن ij-ام درایه که مͬ�گیریم ماتریسͬ را Eij ∈ Rm×n

مͬ�دهند. تشͺیل Rm×n برای فوق، داخلͬ ضرب با یͺه متعامد پایه
همچنین .i هر برای vi ≥ 0 یعنͬ باشند، نامنفͬ v مؤلفه�های همه اگر v ≥ 0 مͬ�نویسیم� v ∈ Rn بردار برای

.v −w ≥ 0 اگر v ≥ w مͬ�نویسیم

محدب مجموعه�های ١.١

.λx+(1−λy) ∈ K باشیم داشته 0 ≤ λ ≤ 1 و x,y ∈ K هر برای اگر گوییم محدب٧ Kرا ⊆ Rn زیرمجموعه
هم و محدب Kهم اگر .λx ∈ K باشیم داشته λ > 0 هر و x ∈ K هر برای اگر گوییم مخروط٨ ͷی Kرا همچنین

گوییم. محدب٩ مخروط ͷی آن به باشد مخروط
و y, z ∈ K باشیم داشته هرگاه اگر گویند K محدب مجموعه حدی١٠ یا رأسͬ نقطه ͷی را x ∈ K نقطه

.x = y = z که بͽیریم نتیجه بتوانیم آنͽاه x = λy + (1− λ)z که طوری به 0 < λ < 1

نقاط و است، محدب مجموعه ͷی K صورت این در .K = {x ∈ R2 : |x1|, |x2| ≤ 1} دهید قرار ١.١ مثال
رأسͬ نقطه تنها 0 و است محدب مخروط ͷی {x ∈ Rn : x ≥ 0} همچنین هستند. (±1,±1) نقطه Kچهار رأسͬ

است. آن

است. هان-باناخ١١ قضیه محدب مجموعه�های مطالعه در مهم ابزارهای از ͬͺی

و b ∈ Rn آنͽاه .x /∈ K و باشد بسته و محدب مجموعه ͷی K ⊆ Rn کنید فرض هان-باناخ) (قضیه ٢.١ قضیه
مخروط ͷی K اگر همچنین .bty ≥ c باشیم داشته y ∈ K هر برای و btx < c که طوری به دارند وجود c ∈ R

.c = 0 آنͽاه باشد محدب

معین نیمه و خطͬ برنامه�ریزی در مهمͬ نقش محدب مجموعه ͷی رأسͬ نقاط دید خواهیم ادامه در که طور همان
محدب١٢ پوش از K فشرده و محدب مجموعه هر که داد نشان مͬ�توان �هان-باناخ قضیه از استفاده با واقع در دارند.
آن شامل که است محدبͬ مجموعه کوچͺترین نقاط، از مجموعه�ای محدب پوش از منظور مͬ�آید. بدست آن رأسͬ نقاط

دارد. رأسͬ نقطه ͷی حداقل فشرده و محدب مجموعه هر که این نتیجه باشد. نقاط
۶Hilbert-Schmidt inner product
٧Convex
٨Cone
٩Convex cone
١٠Extreme point
١١Hahn-Banach theorem
١٢Convex hull
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خطͬ برنامه�ریزی تعریف ٢.١

برنامه�ریزی ͷی کلͬ فرم است. خطͬ محدویت�های یا قید�ها با خطͬ هدف١٣ تابع ͷی بهینه�سازی مسأله خطͬ برنامه�ریزی
است: زیر صورت به خطͬ

(LP ) max ctx (١)

at1x ≤ b1,
...

atmx ≤ bm,

مͬ�شود. انجام x ∈ Rn بردار�های روی بهینه�سازی و است b1, . . . , bm ∈ R و a1, . . . ,am, c ∈ Rn آن در که
که کنید توجه حال این با باشد. داشته وجود نیز atx ≥ b فرم به قید�های است ممͺن خطͬ برنامه�ریزی ͷی در
atx = bتساوی صورت به قید�ها از بعضͬ اگر همچنین نوشت. (−a)tx ≤ (−b) فرم به مͬ�توان را atx ≥ bنامساوی
ما خطͬ برنامه�ریزی اگر که این دیͽر نͺته کرد. جایͽزین atx ≥ b و atx ≤ b نامساوی دو با را آنها مͬ�توان باشند،
آن منفͬ با را هدف تابع است کافͬ کرد؛ تبدیل بیشینه�سازی١۵ مسأله ͷی به را آن مͬ�توان باشد کمینه�سازی١۴ مسأله ͷی
این با مͬ�توان را خطͬ بهینه�سازی مسأله هر و است خطͬ برنامه�ریزی ͷی فرم کلͬ�ترین (١) که این نتیجه کنیم. جایͽزین

نوشت. فرم
نیز زیر صورت به مͬ�توان را (١) مسأله A ∈ Rm×n ماتریس ͷی سطرهای در at1, . . . ,atm بردار�های دادن قرار با

نوشت.

(LP ) max ctx (٢)

Ax ≤ b.

شدنͬ ناحیه کلͬ حالت در گویند. شدن١۶ͬ ناحیه را مͬ�کنند صدق Ax ≤ b در که x ∈ Rn (نقاط) بردارها مجموعه�
گویند. ناشدن١٨ͬ را آن دوم حالت در و شدن١٧ͬ را خطͬ برنامه�ریزی اول حالت در باشد. ناتهͬ یا تهͬ است ممͺن
دوم حالت در و کران�دار را بهینه�سازی مسأله اول حالت در که باشد بͬ�کران یا کران�دار است ممͺن شدنͬ ناحیه همچنین

گوییم. بͬ�کران را آن

بͽیرید. نظر در را زیر خطͬ بهینه�سازی ٣.١ مثال

max x1 + x2 (٣)

x1 + 2x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0.

١٣Objective function
١۴Minimization
١۵Maximization
١۶Feasible region
١٧Feasible
١٨Infeasible

۴



x1

x2

21

1

از ͬͺی توسط آن اضلاع از ͷی هر که است مثلث ͷی ناحیه این .(٣) خطͬ ریزی برنامه� شدنͬ ناحیه :١ شͺل
مͬ�شود. داده x1 + 2x2 ≤ 2 و x2 ≥ 0 ،x1 ≥ 0 نامساوی�های

دهیم قرار است کافͬ (٢) فرم به خطͬ برنامه�ریزی این نوشتن برای

x =

[
x1
x2

]
, A =

 1 2
−1 0
0 −1

 , b =

20
0

 , c =

[
1
1

]
. (۴)

جواب است. کران�دار و شدنͬ مسأله این کنید توجه است. شده داده نمایش زیر ١ شͺل در x ∈ R2 شدنͬ نقاط مجموعه�
x2 بودن نامنفͬ از استفاده با همچنین و است،� شدنͬ نقطه ͷی (x1, x2) = (2, 0) زیرا است 2 برابر بهینه�سازی این

داریم
x1 + x2 ≤ x1 + 2x2 ≤ 2.

دارد محدب مجموعه� از خاصͬ فرم شدنͬ، ناحیه این واقع در است. محدب همواره خطͬ برنامه�ریزی ͷی شدنͬ ناحیه
ابرصفحه�های بوسلیه شدنͬ ناحیه ١ شͺل در مثال برای مͬ�شود. مشخص ابرصفحه١٩ تعدادی وسیله به آن محدوده که

گویند. سقف٢٠ͬ چند یا چندبر را محدبͬ مجموعه چنین مͬ�شود. مشخص x1 + 2x2 = 2 و x2 = 0 ،x1 = 0

مͬ�کنند، بیشینه را هدف تابع که شدنͬ نقاط یعنͬ خطͬ، برنامه�ریزی ͷی بهینه٢١ نقاط مجموعه که کنید توجه همچنین
باشند شدنͬ x1,x2,x3 اگر که کنیم توجه است کافͬ ادعا این اثبات برای هستند. شدنͬ چندبر رأسͬ نقاط شامل همواره

داریم آنͽاه x1 = λx2 + (1− λ)x3 که طوری به 0 < λ < 1 و

ctx1 = λctx2 + (1− λ)ctx3 ≤ max{ctx2, c
tx3}.

است. شدنͬ ناحیه رأسͬ نقطه ͷی که است (x1, x2) = (2, 0) نقطه (٣) بهینه نقطه که دیدیم مثال برای

را آن بهینه و شدنͬ نقاط مجموعه همچنین کنید. حل را آن و بنویسید (٢) فرم به را زیر خطͬ برنامه�ریزی ۴.١ تمرين

١٩Hyperplane
٢٠Polytope
٢١Optimal points
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است. رأسͬ که دارد بهینه نقطه ͷی خطͬ برنامه�ریزی این که کنید تحقیق و بیاورید بدست

max x1 − 4x2

2x1 − x2 ≥ 4

x1 + 2x2 ≤ 4

x2 ≥ 0.

فوریه-موتزکین روشحذف ٣.١

باشند، شدنͬ atix ≤ bi قیدهای مجموعه اگر است 0 با است برابر (١) مسأله جواب صورت این در .c = 0 فرضکنید
بهینه جواب باشد نداشته وجود x-ای چنین اگر .i هر برای atix ≤ bi که طوری به باشد داشته وجود x ∈ Rn یعنͬ
ناتهͬ یا تهͬ تشخیص مسأله به تبدیل بهینه�سازی مسأله (c = 0 (وقتͬ خاص حالت این در بنابراین است. −∞ برابر

گویند. ناشدن٢٢ͬ شدنͬ- مسأله را مسأله�ای چنین مͬ�شود. شدنͬ ناحیه بودن
d حداقل بهینه جواب آیا که تشخیصدهیم بخواهیم که فرضکنید بͽیرید. نظر در کلͬ حالت در را (١) مسأله حال
یا ctx ≥ d همچنین و Ax ≤ b که طوری به دارد وجود x ∈ Rn آیا �که کنیم مشخص باید کار این برای خیر. یا است
شدنͬ-ناشدنͬ مسأله ͷی حل با معادل خطͬ برنامه�ریزی ͷی جواب برای کرانͬ یافتن مسأله مͬ�بینیم که طور همان خیر؟
معادل خاص(تقریباً) حالت این حل است، خطͬ برنامه�ریزی از خاصͬ حالت ناشدنͬ شدنͬ- مسأله گرچه بنابراین است.

است. کلͬ حالت در مسأله حل
روش این توضیح برای کرد. استفاده فوریه-موتزکین٢٣ حذف روش از مͬ�توان خطͬ بهینه�سازی مسأله ͷی حل برای
برای متغیر�ها. حذف بر است مبتنͬ فوریه-موتزکین روش مͬ�کنیم. شروع c = 0 فرض با (١) ناشدنͬ شدنͬ- مسأله با
در که ati = (âti, ain) دهیم قرار اگر کنیم. حذف atix ≤ bi نامساوی�های در را xn متغیر بخواهیم که فرضکنید مثال

با است معادل atix ≤ bi آنͽاه ،âi ∈ Rn−1 آن

âtix̂+ ainxn ≤ bi

مͬ�شوند. تقسیم دسته سه به ain بودن صفر یا منفͬ مثبت، به توجه با نامساوی�ها این .x̂t = (x1, . . . , xn−1) آن در که
دهید قرار کار این برای

{1, 2, . . . ,m} = I0 ∪ I+ ∪ I−,

با معادلند atix ≤ bi نامساوی�های پس .I± = {i : ±ain > 0} و I0 = {i : ain = 0} آن در که

âtix̂ ≤ bi, ∀i ∈ I0 (۵)

xn ≤ a−1
in (bi − âtix̂), ∀i ∈ I+ (۶)

xn ≥ ain−1(bi − âtix̂), ∀i ∈ I−. (٧)

i ∈ I+ هر برای سوم و دوم دسته نامساوی�های از استفاده با دیͽر طرف از نمͬ�شود. ظاهر xn اول دسته نامساوی�های در
داریم j ∈ I− هر و

ajn
−1(bj − âtjx̂) ≤ xn ≤ ain−1(bi − âtix̂).

٢٢Feasibility problem
٢٣Fourier-Motzkin elimination

۶



مͬ�رسیم. زیر ناشدنͬ شدنͬ- مسأله به xn حذف با حال

âtix̂ ≤ bi, ∀i ∈ I0 (٨)

ajn
−1(bj − âtjx̂) ≤ ain−1(bi − âtix̂) ∀i ∈ I+, j ∈ I−. (٩)

در که باشد داشته وجود x̂ ∈ Rn−1 اگر برعͺس است. شدنͬ نیز بالا مسأله آنͽاه باشد شدنͬ (١) اگر که کنید توجه
دهیم قرار مͬ�توانیم آنͽاه کند، صدق (٩) و (٨) نامساوی�های

xn = min
i∈I+

ain
−1(bi − âtix̂).

نامساوی�های با معادل نامساوی سه این که آنجا از بود. خواهند برقرار (٧) -(۵) نامساوی�های xn انتخاب چنین با
مͬ�شود. ثابت (١) بودن شدنͬ بودند، atix ≤ bi

به ͷی را متغیرها مͬ�توان ناشدنͬ شدنͬ- مسأله ͷی حل برای فوریه-موتزکین روشحذف از استفاده با که این نتیجه
متغیر. کمتری تعداد با ولͬ رسید اول مسأله با معادل مسأله�ای به مرحل هر در و کرد حذف ͷی

کنید. حل فوریه-موتزکین روش از استفاده با را ۴.١ تمرین خطͬ برنامه�ریزی ۵.١ تمرين

این با گرچه زیرا کاراست کم متغیر تعداد با مسأله�های حل برای فقط فوریه-موتزکین حذف روش که کنید توجه
حل دیͽر روش�های مورد در اطلاع برای مͬ�شود. اضافه قید زیادی تعداد مͬ�شود، حذف مسأله متغیرهای از ͬͺی روش
شده ذکر مرجع کتاب�های به داخل٢۶ͬ نقطه روش و بیضوی،٢۵ روش سیمپلͺس،٢۴ الͽوریتم مانند خطͬ برنامه�ریزی�های
داخلͬ) نقطه روش و بیضوی (روش کارای٢٧ͬ یا بهینه الͽوریتم�های که است این ما برای مهم نͺته اینجا در کنید. مراجعه

دارد. وجود خطͬ برنامه�ریزی حل برای

دوگان مسأله ۴.١

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به آن با متناظر دوگان٢٩ و گویند اولیه٢٨ یا اصلͬ مسأله معمولا˟ را (٢) مسأله

(LD) min bty (١٠)

Aty = c

y ≥ 0.

در باشد. (LD) شدنͬ نقطه ͷی y و (LP ) شدنͬ نقطه ͷی x فرضکنید است. زیر مشاهده دوگان مسأله تعریف دلیل
داریم پس .Ax ≤ b و y ≥ 0 دیͽر طرف از .ytAx = ctx نتیجه در .ytA = ct داریم صورت این

ctx = ytAx ≤ ytb = bty.

٢۴Symplex algorithm
٢۵Ellipsoid method
٢۶Interior point method
٢٧Efficient
٢٨Primal
٢٩Dual

٧



اولیه مسأله هدف تابع مقدار آن چپ سمت و y شدنͬ نقطه برای دوگان هدف تابع مقدار نامساوی این راست سمت
ͬͽدوگان خاصیت، این به است. (LP جواب( برای بالایͬ کران (LD) مسأله جواب بنابراین است. x شدنͬ نقطه برای

مͬ�گویند. ضعیف٣٠
از مͬ�توان را (LD) مͬ�توان مستقیم طور به بنویسیم. (٢) فرم به را آن حتماً نیست لازم دوگان مسأله محاسبه برای
.yi ≥ 0 مͬ�دهیم قرار و مͬ�کنیم تعریف yi متغیر ͷی (١) قید�های از ͷی هر ازای به کار این برای آورد. بدست (١) روی

داریم yi بودن نامنفͬ به توجه با بنابراین .at1x ≤ b1 داریم 1 ≤ i ≤ m هر ازای به

yia
t
1x ≤ yibi.

مͬ�آوریم بدست نامساوی�ها این همه کردن جمع ∑)با
i

yiai

)t
x ≤ bty.

مسأله مͬ�توان بالا فرضیات گذاشتن هم کنار با .ctx ≤ bty داشت� خواهیم آنͽاه
∑

i yiai = c کنیم فرض اگر حال
زد. حدس �را دوگان

(LD) min bty (١١)∑
i

yiai = c

y ≥ 0.

داریم آنͽاه دهیم، نمایش ai1, . . . , ain با را ai مؤلفه�های اگر معادل طور به

(LD) min bty (١٢)∑
i

yiaij = cj , ∀j

y ≥ 0.

شود. برقرار فرضدیͽری هیچ بدون ضعیف ͬͽدوگان که مͬ�شود تعریف نحوی به دوگان مسأله مͬ�بینیم که طور همان

به مستقیم طور به را دوگان اینجا در آورد. بدست (١٠) و (۴) از استفاده با مͬ�توان را ٣.١ مثال مسأله دوگان ۶.١ مثال
داریم مͬ�گیریم. نظر در y1, y2, y2 ≥ 0 متغیر سه مͬ�کنیم. محاسبه زیر صورت

2y1 ≥ y1(x1 + 2x2)− y2x1 − y3x2 = x1(y1 − y2) + x2(2y1 − y3).

دوگان مسأله نتیجه در .2y1 ≥ x1 + x2 داشت خواهیم آنͽاه 2y1 − y3 = 1 و y1 − y2 = 1 دهیم قرار اگر بنابراین
با است برابر

min 2y1

y1 − y2 = 1

2y1 − y3 = 1

y1, y2, y3 ≥ 0.

٣٠Weak duality
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(y1, y2, y3) = شدنͬ نقطه برای دیͽر طرف از .2y1 ≥ 2 نتیجه در و y1 = 1+y2 ≥ 1 کنید توجه مسأله این حل برای
است. اصلͬ مسأله جواب برابر جواب این که کنید توجه است. 2 برابر هدف تابع (1, 0, 1)

بͽیرید نظر در را زیر خطͬ برنامه�ریزی ٧.١ مثال

max ctx (١٣)

Ax ≤ b,

x ≥ 0.

دهید قرار مسأله این دوگان محاسبه برای

A′ =

[
A
−I

]
, b′ =

[
b
0

]
.

با است معادل صورت(١٣) این در

max ctx

A′x ≤ b′.

با است برابر آن دوگان پس

min b′ty′

A′ty′ = c

y′ ≥ 0.

دهید قرار

y′ =

[
y
z

]
.

پس .Aty ≥ c با است معادل A′ty = c تساوی ،z ≥ 0 چون که کنید توجه همچنین .b′ty′ = btyصورت این در
با است برابر دوگان

min bty

Aty ≥ c,

y ≥ 0.

کنید. حل را آن و محاسبه را ۴.١ تمرین خطͬ برنامه�ریزی دوگان ٨.١ تمرين

قوی ͬͽدوگان ۵.١

ͬͽدوگان خاصیت، این به که است، (٢) اصلͬ مسأله جواب برای بالا کران ͷی (١٠) دوگان مسأله جواب که دیدیم
لم به قضیه این بیان از قبل برابرند. هم با جواب دو این شرایطͬ تحت که مͬ�کند بیان قوی ͬͽدوگان قضیه گویند. ضعیف

کرد�. خواهیم استفاده قوی ͬͽدوگان قضیه اثبات در فارکاس لم از مͬ�پردازیم. فارکاس٣١
٣١Frakas lemma
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است. شدنͬ زیر مسأله�های از ͬͺی دقیقاً فارکاس) (لم ٩.١ لم

.Ax ≤ b (آ)

.Aty = 0, y ≥ 0, bty < 0 (ب)

داریم آنͽاه باشند (ب) و (آ) برای شدنͬ جواب�هایͬ y و x اگر اثبات:

0 = ytAx ≤ ytb,

حداقل کنیم ثابت است کافͬ پس است. شدنͬ مسأله دو از ͬͺی حداکثر نتیجه در تناقضاست. در bty < 0 شرط با که
است. شدنͬ آنها از ͬͺی

ندارد وجود z ≥ 0 معادل طور به .Ax ≤ b که طوری به باشد نداشته وجود x یعنͬ نباشد، شدنͬ (آ) کنید فرض
کنید تعریف .Ax+ z = b که طوری به

Γ = {Ax+ z : x, z ∈ Rn, z ≥ 0}.

بنابراین .b /∈ Γ با است معادل (آ) نبودن شدنͬ دیدیم که طور همان دیͽر طرف از است. بسته و محدب مخروط ͷی Γ
که طوری به دارد وجود y ∈ Rm هان-باناخ قضیه طبق

bty < 0 و ytv ≥ 0 ∀v ∈ Γ.

نتیجه در .z ≥ 0 هر برای ytz ≥ 0 پس .{z : z ≥ 0} ⊆ Γ مͬ�آوریم بدست x = 0 دادن قرار با که کنید توجه
داریم x هر برای واقع در .x هر برای ytAx ≥ داشت0 خواهیم z = 0 دادن قرار با ترتیب همین به .y ≥ 0

ytAx ≥ 0 و ytA(−x) ≥ 0.

.ytA = 0 معادل طور به .ytAx = 0 باشیم داشته باید x هر برای بنابراین
از ͬͺی حداقل پس مͬ�کنند. صدق (ب) شرطهای در که کردیم پیدا y-ای (آ)، بودن نشدنͬ فرض با که این نتیجه
2 است. شدنͬ (ب) یا (آ)

است. شدنͬ زیر مسأله دو از ͬͺی دقیقاً دهید نشان ١٠.١ تمرين

.Ax = b, x ≥ 0 (آ)

.Aty ≥ 0, bty < 0 (ب)

کنیم. ثابت را خطͬ برنامه�ریزی اساسͬ قضیه مͬ�توانیم فارکاس لم از استفاده با حال

جواب دارای یا و است بͬ�کران یا است، ناشدنͬ یا خطͬ برنامه�ریزی هر خطͬ) برنامه�ریزی اساسͬ (قضیه ١١.١ قضیه
است. بهینه

نباشد. بهینه جواب دارای ولͬ باشد شدنͬ (٢) فرضکنید مͬ�گیریم. نظر در را خطͬ برنامه�ریزی ͷی برای (٢) فرم اثبات:
مͬ�آید پیش زیر حالت دو از ͬͺی صورت این در

١٠



ctxk →∞ که طوری به xk شدنͬ نقاط دنباله دارد وجود •

.ctx < d شدنͬ x هر برای و d ∈ R آن در که ctxk → d که طوری به xk شدنͬ نقاط دنباله دارد وجود •

نمͬ�افتد. اتفاق دوم حالت مͬ�دهیم نشان است. بͬ�کران (٢) اول حالت در
قرار .ctx < d باشیم داشته شدنͬ x هر برای همچنین .ctxk → d که باشد شدنͬ نقاط از دنباله�ای xk فرضکنید

دهید

Â =

[
A
−ct

]
, b̂ =

[
b
−d

]
.

که است این معادل دوم فرض که کنید توجه حال .b̂ ∈ Rm+1 و Â ∈ R(m+1)×n پس

Âx ≤ b̂,

که طوری به دارد وجود ŷ ∈ Rm+1 فارکاس لم از استفاده با نتیجه در نیست. شدنͬ

Âtŷ = 0, ŷ ≥ 0, b̂tŷ < 0.

دهید قرار

ŷ =

[
y
z

]
,

داریم صورت این در .z ∈ R و y ∈ Rm آن در که

ytA = zct, y ≥ 0, z ≥ 0, bty < dz.

داریم xk بودن شدنͬ با توجه با حال

zctxk = ytAxk ≤ ytb < dz,

نمͬ�افتد. اتفاق دوم حالت پس .ctxk → d با است تناقض در که
2

داریم. اختیار در را قوی ͬͽدوگان قضیه اثبات برای لازم ابزار همه حال

اگر برعͺس و است، ناشدنͬ دوگان مسأله آنͽاه باشد بͬ�کران اصلͬ مسأله اگر (آ) قوی) ͬͽدوگان (قضیه ١٢.١ قضیه
است. ناشدنͬ اصلͬ آنͽاه باشد بͬ�کران دوگان

است. برابر هم با آنها بهینه جواب و هستند بهینه جواب دارای آنͽاه باشند شدنͬ دوگان و اصلͬ مسأله دو هر اگر (ب)

با دو این و است بهینه جواب دارای نیز دیͽری آنͽاه باشد، بهینه جواب دارای دوگان یا اصلͬ مسائل از ͬͺی اگر (ج)
برابرند. هم

مͬ�دهد. نتیجه را دیͽری بودن ناشدنͬ مسأله�ها، از ͬͺی بودن بͬ�کران ضعیف ͬͽدوگان طبق (آ) اثبات:

١١



وجود دوگان مسأله برای شدنͬ y و اصلͬ، مسأله برای شدنͬ x دهیم نشان است کافͬ ضعیف ͬͽدوگان طبق (ب)
که طوری به دارند وجود x,y دهیم نشان باید معادل طور به .ctx ≥ bty که طوری به دارند

A 0
0 At

0 −At

0 −I
−ct bt


[
x
y

]
≤


b
c
−c
0
0

 .

که طوری به دارند وجود d ≥ 0 و u,v,w, z ≥ فارکاس0 لم از استفاده با صورت این غیر در

[
ut vt wt zt d

]

A 0
0 At

0 −At

0 −I
−ct bt

 = 0,
[
ut vt wt zt d

]

b
c
−c
0
0

 < 0.

داریم معادل طور به

Atu = dc, A(w − v) + z = db, btu < ct(w − v).

بدست دوگان و اصلͬ مسائل برای شدنͬ نقاطͬ y = d−1u و x = d−1(w − v) دادن قرار با آنͽاه d > 0 اگر
داریم و d = 0 بنابراین ضعیف. ͬͽدوگان با است تناقض در که ،bty < ctx که طوری به مͬ�آوریم

Atu = 0, A(w − v) ≤ 0, btu < ct(w − v).

داریم بͽیرید. دوگان و اصلͬ مسائل برای شدنͬ نقاطͬ را y و xفرض طبق حال

0 = utAx ≤ utb < ct(w − v),

همچنین و
ct(w − v) = ytA(w − v) < 0,

برابرند. هم با و دارند وجود مسأله دو بهینه جواب پس است. تناقض که
بهینه جواب دارای دوگان کنیم ثابت که این برای باشد. بهینه جواب دارای اصلͬ مسأله مثال برای کنید فرض (ج)
شدنͬ دوگان فرضکنید پس است. شدنͬ دوگان دهیم نشان است کافͬ (ب) از استفاده با است، اصلͬ مسأله جواب برابر

��یعنͬ نیست،
Aty = c, y ≥ 0,

که طوری به x0 دارد وجود (١٠.١ (تمرین فارکاس لم از استفاده با نتیجه در ندارد. جواب

Ax0 ≤ 0, ctx0 > 0.

که است بررسͬ قابل راحتͬ به .k ≥ 1 برای xk = x+ kx0 دهید قرار اصلͬ مسأله برای x شدنͬ نقطه هر برای حال
است. تناقض که ،ctxk →∞ داریم و است شدنͬ xk

١٢



2

از شده داده شدنͬ نقطه دو بودن بهینه برای کافͬ و لازم شرطͬ گویند، مͺمل٣٢ ͷکم قضیه آن به که زیر قضیه
به تمرین عنوان به و است ساده قوی ͬͽدوگان از استفاده با قضیه این اثبات مͬ�کند. بیان را دوگان و اصلͬ مسأله�های

مͬ�شود. واگذار خواننده

این در باشند. (١٢) برای شدنͬ نقطه�ای y و (١) برای شدنͬ نقطه�ای x کنید فرض مͺمل) ͷکم (قضیه ١٣.١ قضیه
باشد. تساوی شده داده x برای (١) از j-ام قید ،yj > 0 که j هر برای اگر فقط و اگر هستند بهینه نقاط y و xصورت

مͺمل ͷکم و قوی ͬͽدوگان قضیه و آورده بدست را آن دوگان همچنین کنید. حل را زیر خطͬ برنامه�ریزی ١۴.١ تمرين
کنید. تحقیق را آن برای

max x1 + x2 − x3

2x1 − x3 ≤ 2

x1 + 2x2 ≤ 3

x3 ≥ 0.

کامپیوتر علوم و ترکیبیات در خطͬ برنامه�ریزی ٢

ͷترکیبیاتکم مسائل حل و الͽوریتم طراحͬ در خطͬ برنامه�ریزی چͽونه که مͬ�دهیم نشان مثال�هایͬ ارائه با بخش این در
مͬ�کند.

بیشینه تطابق ١.٢

M ⊆ E زیرمجموعه G در تطابق٣٣ ͷی بͽیرید. نظر در E یال�های و V رئوس مجموعه با G = (V,E) گراف ͷی
تطابق ͷی G از یال ͷت هر مثال برای Mباشد. در یال ͷی حداکثر مجاور رأس هر که طوری به است گراف یال�های از
تطابق را مسأله این است. ممͺن یال�های تعداد بیشترین با تطابق ͷی کردن پیدا مͬ�پردازیم آن به اینجا در که سؤالͬ است.

گویند. بیشینه٣۴
که صورت این به داد نشان x ∈ {0, 1}E بردار ͷی با مͬ�توان را یا�ل�ها Mاز ⊆ E زیرمجموعه هر

xe =

{
1 e ∈M,

0 e /∈M.

باشیم داشته v ∈ V رأس هر برای اگر است تطابق ͷیM تناظر این ∑با
e∼v

xe ≤ 1,

٣٢Complementary slackness theorem
٣٣Matching
٣۴Maximum matching

١٣



بهینه�سازی مسأله حل با معادل بیشینه تطابق محاسبه مسأله بنابراین است. vرأس مجاور e یال یعنͬ e ∼ v اینجا در که
است. زیر

max
∑
e∈E

xe (١۴)∑
e∼v

xe ≤ 1 ∀v ∈ V,

xe ∈ {0, 1} ∀e ∈ E.

به را مسأله این هستند. 1 یا 0 مسأله متغیرهای که اضافه شرط ͷی با است خطͬ برنامه�ریزی ͷی بهینه�سازی مسأله این
نوشت. زیر صورت به مͬ�توان معادل طور

max
∑
e∈E

xe (١۵)∑
e∼v

xe ≤ 1 ∀v ∈ V,

0 ≤ xe ≤ 1 ∀e ∈ E,

xe ∈ Z ∀e ∈ E.

مسأله�ای چنین هستند. اعدادیصحیح متغیر�ها که اضافه یͷشرط با است خطͬ برنامه�ریزی ͷی این مͬ�بینیم که همان�طور
گویند. صحیح٣۵ خطͬ برنامه�ریزی را

دید خواهیم ادامه در که همان�طور واقع در ندارد. وجود کارا٣۶ یا بهینه الͽوریتم صحیح� خطͬ برنامه�ریزی حل برای
مسأله�ای بتوانیم کلͬ حالت در که باشیم داشته انتظار نباید بنابراین است. NP-سخت مسأله ͷی صحیح� خطͬ برنامه�ریزی
(به که دیͽر بهینه�سازی مسأله ͷی با را صحیح خطͬ برنامه�ریزی ͷی مͬ�کنیم سعͬ کار این برای کنیم. حل را (١۵) مانند

باشد. اول مسأله جواب از تقریبͬ دوم مسأله جواب که طوری به کنیم جایͽزین باشد حل قابل کارا) طور
کردن برطرف برای مͬ�شود. آن حل شدن سخت باعث شرط همین و هستند صحیح xe متغیرهای (١۵) مسأله در

کنیم. حذف را شرط این است کافͬ مشͺل این

max
∑
e∈E

xe (١۶)∑
e∼v

xe ≤ 1 ∀v ∈ V,

0 ≤ xe ≤ 1 ∀e ∈ E.

مسأله این جواب وجود این با است. حل قابل کارا طور به که مͬ�آوریم بدست خطͬ بهینه�سازی مسأله ͷی صورت این در
است. (١۵) مسأله شده�٣٧ داده تخفیف (١۶) واقع در نیست. اصلͬ مسأله جواب برابر لزوماً

3/2 مثلث گراف برای (١۶) جواب مثال برای است. (١۵) جواب از بیشتر (١۶) جواب دلخواه گراف� ͷی برای
.1 با است برابر گراف این برای (١۵) جواب ولͬ است،

٣۵Integer linear programming
٣۶Efficient
٣٧Relaxation

١۴



گراف�های در بیشینه تطابق مسأله نتیجه در برابرند. (١۵) و (١۶) بهینه جواب G دوبخشͬ گراف هر برای ١.٢ قضیه
است. حل قابل کارا طور به دوبخشͬ

کنید تعریف اثبات:

P =
{
x ∈ RE : 0 ≤ xe ≤ 1,∀e ∈ E, &

∑
e∼v

xe ≤ 1, ∀v ∈ V
}
.

تابع ͷی بیشینه که مͬ�دانیم است. x ∈ P نقاط روی
∑

e xe بهینه�سازی مسأله واقع در (١۶) و است چندبر ͷی P
صحیح P رأسͬ نقاط همه دهیم نشان اگر بنابراین مͬ�افتد. اتفاق آن رأسͬ نقاط روی محدب مجموعه ͷی روی خطͬ
بودن برابر اثبات برای که است کلͬ استراتژی ͷی این که کنید توجه است. تمام اثبات دارند) صحیح (مؤلفه�های هستند

مͬ�رود. کار به آن شده داده تخفیف خطͬ برنامه�ریزی و صحیح خطͬ برنامه�ریزی ͷی جواب�های
دهید قرار نیست. صحیح که باشد P رأس ͷی x کنید فرض

E′ = {e ∈ E : xe /∈ Z}.

است. برقرار زیر حالت دو از ͬͺی صورت این غیر در است. تهͬ E′ دهیم نشان باید

است. v1, . . . , vk دور ͷی شامل E′ •

نیست. دادن گسترش قابل که است v1, . . . , vk مسیر ͷی شامل E′ •

اندیس�ها آن در (که ei = {vi, vi+1} برای است. زوج k یعنͬ دور، Gطول بودن دوبخشͬ به توجه با اول حالت در
دهید قرار مͬ�شوند) تعریف k پیمانه به

x′ei = xei + (−1)iϵ, x′′ei = xei − (−1)iϵ

x′e = x′′e = xe دادن قرار با .ϵ > 0 داریم است E′ عضو ei چون که کنید توجه .ϵ = min{xei , 1− xei} آن در که
و x′,x′′ ∈ P که است بررسͬ قابل راحتͬ به کنید. تعریف را x′′ و x′ بردارهای نیستند دور در که یال�هایͬ برای

نیست. راسͬ نقطه xپس .x = 1
2(x

′ + x′′) همچنین
همه برای که کنید توجه x′,x′′ ∈ P دادن نشان برای کرد. تعریف مشابه طور به مͬ�توان را x′,x′′ دوم حالت برای
2 .e = ek یا e = e1 که این مͽر xe = 0 داریم e ∼ vk یا e ∼ v1 یال�های

کمینه بیشینه-برش جریان ٢.٢

دو با باشد جهت�دار گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض مͬ�شود. تعریف زیر صورت به گراف ͷی در بیشنه٣٨ جریان
را sرأس �باشد. نداشته خروجͬ یال هیچ t و باشد، نداشته ورودی یال هیچ s که طوری به s, t ∈ V مشخصشده رأس
جریان مسأله باشد. ce ≥ 0 ظرفیت ͷی دارای e ∈ E یال هر که کنید فرض همچنین مͬ�نامیم. چاه را tرأس و چشمه
مقدار که طوری به شود برقرار یال�ها توسط چاه به چشمه از مͬ�تواند که است جریانͬ بیشینه کردن پیدا مسأله بیشینه،

٣٨Maximum flow

١۵



که است x ∈ RE با متناظر جریان ͷی دقیق�تر طور به نشود. بیشتر یال آن ظرفیت از مͬ�کند عبور یال هر از که جریانͬ
یعنͬ باشند، برابر هم با آن خروجͬ و ورودی جریان v ̸= s, tرأس هر برای و ،x ≥ 0∑

e:e=(u,v)∈E

xe =
∑

e:e=(v,u)

xe ∀v ̸= s, t.

است: چاه به شده وارد جریان مقدار با برابر چشمه از شده خارج جریان مقدار صورت این ∑در
e:e=(s,v)

xe =
∑

e:e=(v,t)

xe. (١٧)

نوشت. خطͬ برنامه�ریزی ͷی صورت به مͬ�توان را مسأله این مͬ�کند. بیشینه را (١٧) که است x جریان یافتن هدف

max
∑

e:e=(s,v)

xe (١٨)

∑
e:e=(u,v)∈E

xe =
∑

e:e=(v,u)

xe ∀v ̸= s, t,

xe ≤ ce ∀e,

xe ≥ 0 ∀e.

مقدار .t /∈ B و s ∈ B که طوری به است V = B ∪ (V \ B) تجزیه ͷی با متناظر G گراف در برش٣٩ ͷی
:v /∈ B و u ∈ B که طوری به e = (u, v) یال�های ظرفیت مجموع با است برابر B برش با ∑متناظر

e:e=(u,v)∈B×(V \B)

xe.

مقدار. کمترین با است G در برشͬ محاسبه مسأله کمینه۴٠ برش مسأله
با قضیه این از اثباتͬ ادامه در مͬ�کند. بیان را فوق مسأله دو بودن مربوط کمینه بیشینه-برش جریان معروف قضیه

مͬ�دهیم. ارائه خطͬ برنامه�ریزی قوی ͬͽدوگان از استفاده

است. آن در کمینه برش برابر گراف ͷی در بیشینه جریان کمینه) بیشینه-برش جریان (قضیه ٢.٢ قضیه

خطͬ برنامه�ریزی این دوگان اول قدم در مͬ�شود. محاسبه (١٨) خطͬ برنامه�ریزی گرافGتوسط در بیشینه جریان اثبات:
بنابراین .e یال هر برای قید ͷی و ،v ̸= s, tرأس هر برای قید ͷی است: قید دسته دو دارای (١٨) مͬ�کنیم. محاسبه را
تمرین عنوان به .e یال هر برای ze متغیر و ،v ̸= s, tرأس هر برای yv متغیر است: متغیر دسته دو دارای دوگان مسأله

٣٩Cut
۴٠Minimum cut

١۶



با است برابر دوگان که دهید نشان مͬ�توانید

min
∑
e

ceze (١٩)

yv − yu + ze ≥ 0 ∀e = (u, v), u ̸= s, v ̸= t,

yv + ze ≥ 1 ∀e = (s, v), v ̸= t

− yv + ze ≥ 0 ∀e = (v, t), v ̸= s,

ze ≥ 1 e = (s, t),

ze ≥ 0 ∀e.

yv−yu+ze ≥ 0 شͺل به قیود همه آنͽاه کنیم، اضافه yt = 0 و ys = 1 شرط� با را ys, yt متغیر دو اگر که کنید توجه
بود. خواهند نوشتن قابل e = (u, v) برای

اگر yv = 0 و v ∈ B اگر yv = 1 دهیم قرار است کافͬ است. (١٩) برای شدنͬ جواب ͷی با متناظر B برش هر
بررسͬ قابل .ze = صورت0 این غیر در و ،e = (u, v) ∈ B × (V \B) اگر ze = 1 دهیم قرار همچنین و ،v /∈ B
است. Bبرش مقدار با برابر شدنͬ نقطه این در هدف تابع مقدار همچنین است. شدنͬ نقطه ͷی شده تعریف (y, z) که

است. کمینه برش برای پایینͬ کران (١٩) بهینه جواب که این نتیجه
نظر در را صفر جریان است (کافͬ است شدنͬ نیز (١٨) که کنید توجه همچنین است. شدنͬ (١٩) که دیدیم
نتیجه فوق مشاهده طبق علاوه، به است. برابر خطͬ برنامه�ریزی دو این بهینه جواب قوی ͬͽدوگان قضیه پسطبق بͽیرید).
از آن مقدار که دارد وجود برشͬ دهیم نشان است کافͬ پس است. کمینه برش برای پایینͬ کران بیشینه جریان که مͬ�گیریم
استفاده مͺمل ͷکم قضیه از اثبات ͷی مͬ�دهیم. ارائه اثبات دو ادعا این برای نیست. بیشتر (١٨) و (١٩) بهینه جواب

است. الͽوریتمͬ� دیͽر اثبات و مͬ�کند
دهید قرار باشند. (١٩) و (١٨) برای بهینه�ای نقاط (y, z) و x کنید فرض اول: اثبات

B = {s} ∪ {v : yv > 0}.

داریم e = (u, v) ∈ B × (V \B) یال هر برای

ze ≥ yu − yv ≥ yu > 0.

e = (u, v) ∈ (V \B)×B یال هر برای دیͽر طرف از .xe = ce باشیم داشته باید مͺمل ͷکم از استفاده با نتیجه در
داریم

yv − yu + ze ≥ yv − yu > 0,

.xe = 0 مͬ�دهد نتیجه مͺمل ͷکم دوباره که
وارد جریان مقدار و B مجموعه از شده خارج جریان مقدار تفاضل با است برابر x جریان مقدر که کنید توجه حال

.B برش مقدار جز نیست چیزی تفاضل این بالا محاسبات طبق آن. به شده

∑
e ceze از کمتر آن مقدار که دارد وجود برشͬ (١٩) برای (y, z) شدنͬ نقطه هر برای مͬ�دهیم نشان دوم: اثبات

مͬ�دهیم قرار کنیم. انتخاب یͺنواخت و تصادفͬ طور به α ∈ [0, 1] عدد که کنید فرض است.

Bα = {s} ∪ {v : yv ≥ α}.

١٧



با است برابر Bα برش مقدار ریاضͬ) (امید متوسط حال است. برش ͷی Bα لذا ،t /∈ Bα و s ∈ Bα که کنید توجه

E[value(Bα)] =
∑

e=(u,v)

ce Pr[u ∈ Bα, v /∈ Bα].

که کنید توجه
Pr[u ∈ Bα, v /∈ Bα] ≤ max{yu − yv, 0}.

نتیجه� در . ze ≥ 0 و yu − yv ≤ ze داریم است شدنͬ� (y, z) که آنجا از دیͽر طرف از

E[value(Bα)] ≤
∑
e

ceze.

نیست. بیشتر
∑

e ceze از Bα برش مقدار αͷی حداقل برای بنابراین
2

هستند. صحیح (١۶) خطͬ برنامه�ریزی شدنͬ نقاط با متناظر چندبر رأس�های که دادیم نشان ١.٢ قضیه اثبات برای
در ،ce ∈ Z یعنͬ هستند صحیح یال�ها ظرفیت که کنیم فرض اگر زیرا دارد. را ساختار همین نیز فوق قضیه اول اثبات
برش روی یال�های برای را گذاره این ما واقع در .xe ∈ Z باشیم داشته باید x بهینه نقطه برای فوق قضیه طبق صورت این
الͽوریتمͬ جنبه بیشتر قضیه این دوم اثبات است. برقرار گراف یال هر برای این که داد نشان مͬ�توان ولͬ دادیم نشان B

کردیم. گرد۴١ برش ͷی به را آن اصطلاح در و شروع دوگان مسأله از جواب ͷی با ما واقع در داشت.

مدولͬ ͷت ماتریس�های ٣.٢

کردیم. استفاده قوی ͬͽدوگان از بعد و فرمول�بندی خطͬ برنامه�ریزی از استفاده با را ترکیبیاتͬ مسأله ͷی بالا مثال دو در
حل برای مͬ�توان را کلͬ نسبتاً استراتژی این هستند. صحیح متناظر خطͬ برنامه�ریزی بهینه نقاط دادیم نشان سپس
روش، این در نابدیهͬ قدم برد. بͺار نیز ۴٣͹کونی قضیه و دیلورث۴٢ قضیه مانند دیͽری الͽوریتمͬ یا ترکیبیاتͬ مسأله�های

است. متناظر خطͬ برنامه�ریزی بهینه نقاط بودن صحیح اثبات
باشد. 0 یا ±1 اعداد از ͬͺی A مربعͬ زیرماتریس�های همه دترمینان اگر گویند مدول۴۴ͬ ͷت کاملا́ را A ماتریس
بهینه نقاط بودن صحیح اثبات در زیر قضیه است. مدولͬ ͷت کاملا́ نیز At باشد، مدولͬ ͷت کاملا́ A اگر که کنید توجه

مͬ�آید. کار به صحیح خطͬ برنامه�ریزی�های

این در باشد. 0 و ±1 درایه�های با ماتریس ͷی A ∈ Rm×n کنید فرض مدولͬ) ͷت کاملا́ (ماتریس�های ٣.٢ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های صورت

است. مدولͬ ͷت کاملا́ A (آ)

هستند. صحیح b ∈ Zm هر برای {x : Ax ≤ b, & x ≥ محدب{0 مجموعه رأسͬ نقاط (ب)

c,d ∈ Zn و a,b ∈ Zm هر برای {x : a ≤ Ax ≤ b, & c ≤ x ≤ d} محدب مجموعه رأسͬ نقاط (ج)
هستند. صحیح

۴١Round
۴٢Dilworth’s theorem
۴٣König’s theorem
۴۴Totally unimodular

١٨



که طوری به دارد Kوجود = K1 ∪K2 Kافراز ⊆ {1, 2, . . . , n} زیرمجموعه هر برای ∣∣∣∣∣∣(د)
∑
i∈K1

aij −
∑
i∈K2

aij

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1, ∀j.

کردیم. استفاده دوبخش گراف�های وقوع۴۵ ماتریس بودن مدولͬ ͷت کاملا́ از ١.٢ قضیه اثبات در مثال برای

است. مدولͬ ͷت کاملا́ دوبخشͬ گراف ͷی وقوع ماتریس دهید نشان ۴.٢ تمرين

است. مدولͬ ͷت کاملا́ جهت�دار گراف ͷی وقوع ماتریس دهید نشان ۵.٢ تمرين

دهیم. ارائه نیز ͹کونی قضیه از اثباتͬ مͬ�توانیم حال
مجاور e ∈ E یال هر که طوری به است V ′ ⊆ V Gزیرمجموعه = (V,E)گراف برای رأس۴۶ͬ پوشش از منظور

سایز. کمترین با است رأسͬ پوشش ͷی کمینه رأسͬ پوشش ͷی باشد. V ′ از رأس ͷی حداقل

رأسͬ پوشش سایز با است برابر بیشینه تطابق سایز G = (V,E) دوبخشͬ گراف هر برای (͹کونی (قضیه ۶.٢ قضیه
کمینه.

n = |V | آن در که Gباشد وقوع Aماتریس ∈ Rn×m که فرضکنید مͬ�کنیم. شروع (١۶) خطͬ برنامه�ریزی با اثبات:
نوشت. زیر صورت به مͬ�توان را برنامه�ریزی این صورت این در .m = |E| و

max 1tmx (٢٠)

Ax ≤ 1n

x ≥ 0,

که کنید توجه است. 1 برابر آنها مؤلفه�های همه که هستند بردارهایͬ 1n ∈ Rn و 1m ∈ Rm از منظور اینجا در که
این بهینه جواب ١.٢ قضیه طبق مͬ�آید. بدست دیͽر قید دو از شرط این زیرا کرده�ایم حذف را (١۶) در xe ≤ 1 قید
کمینه رأسͬ پوشش سایز خطͬ برنامه�ریزی این دهیم نشان است کافͬ پس است. G بیشینه تطابق برابر خطͬ برنامه�ریزی

مͬ�کند. مشخص نیز را
با است برابر (٢٠) دوگان

min 1tny (٢١)

Aty ≥ 1m

y ≥ 0.

گراف ͷی وقوع Atماتریس که کنید توجه حال است. برابر خطͬ برنامه�ریزی دو این بهینه جواب قوی ͬͽدوگان قضیه طبق
را y ∈ Rn هستند. صحیح (٢١) بهینه نقطه بنابراین است. مدولͬ ͷت کاملا́ At نتیجه در و Aپس است. دوبخشͬ

۴۵Incidence matrix
۴۶Vertex cover
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با پس .y ≤ 1n باشیم داشته باید بهینه�ای y چنین برای که دهید نشان مͬ�توانید تمرین عنوان به بͽیرید. بهینه نقطه ͷی
دهید قرار .vرأس هر برای yv ∈ {0, 1} داریم y بودن صحیح به توجه

V ′ = {v : yv = 1}.

.(٢١) بهینه جواب با است برابر آن سایز که است رأسͬ پوشش ͷی V ′ صورت این در
2

کنید تعریف G = (V,E)گراف هر برای ٧.٢ تمرين

PG =
{
x ∈ RV : x ≥ 0, & xu + xv ≤ 1, ∀e = {u, v} ∈ E

}
.

گراف رأسͬ مستقل زیرمجموعه�های با متناظر و صحیح PG رأسͬ نقاط آنͽاه باشد دوبخشͬ G اگر دهید نشان (آ)
هستند.

1
2Z = عضو آنها مؤلفه�های یعنͬ هستند، نیم-صحیح۴٧ PG رأسͬ نقاط G دلخواه گراف برای دهید نشان (ب)

است. {m/2 : m ∈ Z}

کنید. استفاده ١.٢ قضیه اثبات مشابه ایده از راهنمایͬ:

زیردرخت مسأله مͬ�شود، ظاهر آن در رأسͬ نقاط بودن صحیح و است بیان قابل خطͬ برنامه�ریزی با که دیͽری مسأله�
پیدا هدف دارد. ce > 0 وزن ͷی آن یال هر که باشد همبند گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض است. کمینه۴٨ فراگیر

باشد. کمینه آن یال�های وزن مجموع که است G از فراگیر زیردرخت ͷی کردن

است. کمینه فراگیر زیردرخت مسأله با معادل زیر مسأله که دهید نشان (آ) ٨.٢ تمرين

min
∑
e

cexe (٢٢)∑
e

xe = |V | − 1∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1, ∀S ⊆ V (٢٣)

0 ≤ xe ≤ 1

xe ∈ Z.

ناحیه رأسͬ نقاط دهید نشان �مͬ�آوریم. بدست صحیح برنامه�ریزی ͷی xe-ها، بودن صحیح شرط برداشتن با (ب)
کرد. محاسبه کارا صورت به مͬ�توان را کمینه فراگیر زیردرخت که بͽیرید نتیجه و هستند صحیح ͬͽهم شدنͬ

مجموعه زیر دو ازای به اگر که کنید ثابت ابتدا کار این برای کنید. استفاده ١.٢ اثباتقضیه مشابه ایده از راهنمایͬ:
است. تساوی نیز S ∩ T برای قید این آنͽاه شد، تساوی (٢٣) قید S ∩ T ̸= ∅ که S, T ⊆ V

کنید. مراجعه [۵] به مدولͬ ͷت کاملا́ ماتریس�های مورد در بیشتر اطلاعات برای
۴٧Half-integer
۴٨Minimum spanning tree

٢٠



اولیه-دوگان الͽوریتم�های ۴.٢

یͷبرنامه�ریزی حل که دیدیم ١.٢ قضیه در مثال برای کرد. استفاده الͽوریتم طراحͬ برای مͬ�توان برنامه�ریزیخطͬ نظریه از
طور به مͬ�توان را خطͬ برنامه�ریزی که آنجا از مͬ�شود. دوبخشͬ گراف�های در بیشینه تطابق مسأله حل به منجر خطͬ
مͬ�توان چͽونه که دید خواهیم بخش این در مͬ�آید. بدست بیشینه تطابق برای نیز کارا یا بهینه الͽوریتمͬ کرد، حل کارا

مͬ�کنیم. شروع مثال ͷی با ابتدا کرد. استفاده الͽوریتم طراحͬ در قوی ͬͽدوگان از
ͷی کردن پیدا هدف است. cv > 0 وزن ͷی دارای آن رأس هر که باشد گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض
زد. تقریب خطͬ برنامه�ریزی ͷی با مͬ�توان را مسأله این دیدیم هم قبلا́ که طور همان است. وزن کمترین با رأسͬ پوشش

min
∑
v

cvxv (٢۴)∑
v∼e

xv ≥ 1, ∀e ∈ E

xv ≥ 0, ∀v ∈ V.

نقاط صورت این در بنامید. τ(G) را کمینه رأسͬ پوشش وزن همچنین بنامید. ρ را خطͬ برنامه�ریزی این بهینه جواب
.ρ ≤ τ(G) داریم بنابراین هستند. G رأسͬ پوشش�های معادل xe ∈ Z اضافه فرض با فوق خطͬ برنامه�ریزی شدنͬ

با است برابر (٢۴) دوگان

max
∑
e

ye (٢۵)∑
e∼v

ye ≤ cv, ∀v ∈ V (٢۶)

ye ≥ 0, ∀e ∈ E.

است. ρ نیز (٢۵) بهینه جواب قوی ͬͽدوگان طبق پس هستند. شدنͬ فوق خطͬ برنامه�ریزی دو هر
قید آنها برای که بͽیرید v رئوس شامل را V ′ ⊆ V زیرمجموعه باشد. (٢۵) برای بهینه نقطه ͷی y∗ کنید فرض

باشد. تساوی (٢۶)

است. رأسͬ پوشش ͷی V ′ (آ) ٩.٢ گزاره

است. 2ρ ≤ 2τ(G) حداکثر V ′ رأسͬ پوشش وزن (ب)

مسأله بهینه نقطه� است کافͬ هست. نیز کارا که داریم رأسͬ پوشش برای 2-تقریب۴٩ الͽوریتم ͷی گزاره این براساس
دهیم. تشͺیل را V ′ مجموع سپس و محاسبه را دوگان

.x∗v ≤ 1 که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به صورت این در باشد. (٢۴) برای بهینه نقطه ͷی x∗ کنید فرض (آ) اثبات:
داریم e یال هر برای همچنین .xv = 0 داریم v /∈ V ′ هر برای مͺمل، ͬͺکم قضیه به توجه با همچنین

1 ≤
∑
v∼e

x∗v =
∑
v∼e

v/∈V ′

x∗v ≤
∑
v∼e

v/∈V ′

1 =
∣∣{v ∈ V ′ : v ∼ e}

∣∣.
است. رأسͬ پوشش ͷی V ′ پس

۴٩2-approximation algorithm
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با است برابر V ′ رأسͬ پوشش وزن (ب)

∑
v∈V ′

cv =
∑
v∈V ′

(∑
e∼v

y∗e

)
=
∑
e

∑
v∼e
v∈V ′

ye ≤ 2
∑
e

ye = 2ρ.

2

پوششͬ به را آن سپس مͬ�کنیم، حل را دوگان برنامه�ریزیخطͬ که فرضکردیم ابتدا پوششرأسͬ برای بالا الͽوریتم در
کرد. تبدیل دوگان) مسأله کامل حل (بدون مستقیم الͽوریتمͬ به مͬ�توان را الͽوریتم این مͬ�کنیم. گرد رأسͬ

رأسͬ پوشش برای اولیه-دوگان الͽوریتم

cv > 0 وزن�های و G = (V,E)گراف ورودی: •

.E′ = E و V ′ = ∅ ،y = 0 دهید قرار •

کنید: تͺرار E′ ̸= ∅ که زمانͬ تا •

کنید. انتخاب F ⊆ E′ دلخواه زیرمجموعه� ͷی ∗
از ͬͺی که جایͬ تا دهید افزایش یͺنواخت) طور (به e ∈ F همه برای را ye ∗

شود. تساوی به تبدیل دوگان قید�های
شده تساوی دوگان در آنها متناظر قید که دهید قرار رئوسͬ همه مجموعه را S ∗

است.
کنید. حذف E′ از را هستند Sرئوس از ͬͺی مجاور که e ∈ E′ یال�های همه ∗

V ′ ← V ′ ∪ S دهید قرار ∗

V ′ مجموعه خروجͬ: •

است. رأسͬ پوشش ͷی فوق الͽوریتم از آمده بدست V ′ دهید نشان (آ) ١٠.٢ تمرين

است. 2ρ ≤ 2τ(G) حداکثر V ′ رأسͬ پوشش وزن دهید نشان (ب)

ͷی فرمول�بندی از که شهودی با الͽوریتم�ها از دسته این است. اولیه-دوگان۵٠ الͽوریتم�های از مثالͬ فوق الͽوریتم
کلͬ فرم الͽوریتم�ها از دسته این مͬ�شوند. طراحͬ مͬ�آید، بدست آن دوگان همچنین و مسأله با متناظر خطͬ برنامه�ریزی

دارند. را زیر
لازم زیر قدم�های اولیه-دوگان الͽوریتم� ͷی طراحͬ برای کنیم. حل را کمینه�سازی مسأله ͷی بخواهیم که فرضکنید

هستند:

مسأله جواب برای پایینͬ کران آن جواب که بنویسید خطͬ برنامه�ریزی ͷی صورت به را آن مسأله دادن تخفیف با .١
باشد. اصلͬ

بیاورید. بدست دوگان مسأله متغیر�های از شهودی و کنید محاسبه را خطͬ برنامه�ریزی دوگان .٢

شروع است شدنͬ دوگان برای y ولͬ نیست شدنͬ اصلͬ مسأله برای x آن در که y = 0 و x = 0 مانند نقاطͬ با .٣
کنید.

۵٠Primal-dual algorithms
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کنید: تͺرار برسیم اصلͬ مسأله برای شدنͬ نقطه�ای به که زمانͬ تا .۴

شود. تساوی به تبدیل دوگان قیدهای از ͬͺی که جایͬ تا دهید افزایش نوعͬ به را yj متغیر�های •

کنید. جمع طبیعͬ عدد ͷی با را آن�ها و انتخاب را اصلͬ مسأله متغیرهای از تعدادی •

کنید. استفاده مͺمل ͷکم قضیه و قوی ͬͽدوگان ضعیف، ͬͽدوگان از الͽوریتم تحلیل برای .۵

x = 0 دهیم قرار مͬ�توانیم ابتدا در ما دارد. را ساختار همین نیز کمینه رأسͬ پوشش برای فوق الͽوریتم که کنید توجه
صورت این در .( V ′ ← V ′ ∪ S با (متناظر xv = 1 دهیم قرار v ∈ S برای مرحله هر در بعد .(V ′ = ∅ با (متناظر

است). رأسͬ پوشش ͷی V ′ که این با (متناظر بود خواهد شدنͬ الͽوریتم انتهای در آمده بدست x نقطه
[٧] کتاب هفتم فصل همچنین و [۶] کتاب چهارم فصل به اولیه-دوگان الͽوریتم�های مورد در بیشتر اطلاعات برای

کنید. مراجعه
بͽیرید. نظر در را برخط۵١ تطابق مسأله مثال برای مͬ�رود. کار به نیز الͽوریتم�ها تحلیل� برای اولیه-دوگان �ͷنیͺت
داده اول بخش از U رأس�های است. V = U ∪W بخش�های با G = (V,E) دوبخشͬ گراف ͷی مسأله ورودی
یال�های همراه به w ∈ W رئوس از ͬͺی زمانͬ قدم هر در نمͬ�دانیم. را آنها به متصل یال�های Wو رئوس ولͬ شده�اند
(که U رأس�های از ͬͺی با را رأس این که بͽیریم تصمیم باید ما بعدی رأس شدن ظاهر از قبل مͬ�شوند. ظاهر آن به متصل
گیرند. قرار تطابق در W رئوس تعداد بیشترین که است این هدف دهیم. قرار تطابق در نͽرفته) قرار تطابق در کنون تا
در U رئوس روی تصادفͬ جایͽشت ͷی است. زیر صورت به برخط تطابق برای کارپ-وزیرانͬ-وزیران۵٢ͬ الͽوریتم
در که رأسͬ نͽرفته�اند، قرار تطابق در هنوز که U در آن همسایه�های بین از ،w ∈ W رأس دیدن صورت در بͽیرید. نظر
نمͬ�گیرد. قرار تطابق در w نداشت وجود رأسͬ چنین اگر دهید. قرار w با تطابق در را گرفته قرار بقیه از قبل جایͽشت
است. G بیشینه تطابق سایز 1)-برابر − 1/e) حداقل الͽوریتم این از حاصل تطابق یال�های تعداد متوسط که مͬ�دانیم
مراجعه [٨] به اثبات این جزئیات از اطلاع برای است. شده داده خطͬ برنامه�ریزی از استفاده با گزاره این از اثباتͬ اخیراً

کنید.

معین نیمه برنامه�ریزی ٣

داریم. خطͬ جبر از تعاریفͬ به نیاز معین نیمه برنامه�ریزی�های خواص بررسͬ و تعریف برای
برابر λ ∈ C طول لذا مͬ�دهیم. نشان λ̄ با را λ ∈ C مختلط مزدوج مͬ�دهیم. نمایش C با را مختلط اعداد مجموعه
مختلط مزدوج آن مؤلفه�های که برداری یعنͬ است، v بردار مختط مزدوج v̄ ∈ Cn از منظور .|λ| = (λ̄λ)1/2 با است
در .X† = (X̄)t یعنͬ مͬ�دهیم، نمایش X† با را آن مزدوج۵٣ ترانهاده X ماتریس برای همچنین هستند. v مؤلفه�های

بود: خواهد زیر صورت به مختلط بردارهای داخلͬ ضرب صورت این

⟨v,w⟩ = v†w =

n∑
i=1

v̄iwi,

.⟨v,w⟩ = ⟨w,v⟩ که کنید توجه همچنین .∥v∥2 =
∑

i |vi|2 داریم و
۵١Online matching
۵٢Karp-Vazirani-Vazirani algorithm
۵٣Conjugate transpose
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هرمیتͬ ماتریس�های ١.٣

حقیقͬ اعدادی هرمیتͬ ماتریس ͷی ویژه مقادیر .X† = X هرگاه گوییم هرمیت۵۴ͬ را X ∈ Cn×n مربعͬ ماتریس
نتیجه در .Xv = λvداریم باشد λ ∈ C ویژه مقدار Xبا ویژه بردار 0 ̸= v ∈ Cn اگر ادعا این اثبات برای هستند.

λ̄∥v∥2 = λ∥v∥2 = ⟨v, Xv⟩ = ⟨Xv,v⟩ = (Xv)†v = v†X†v = v†Xv = λ∥v∥2.

.λ ∈ R و λ = λ̄پس

مͬ�شود. قطری یͺه متعامد پایه ͷی در هرمیتͬ ماتریس هر ١.٣ گزاره

بردار Xبا ∈ Cn×n هرمیتͬ ماتریس ویژه مقدار ͷی λ ∈ R فرضکنید دارد. ویژه بردار ͷی حداقل ماتریس هر اثبات:
دهید قرار باشد. v ویژه

W = {w ∈ Cn : ⟨w,v⟩ = 0}.

که این به توجه با حال است. Xناوردا Wتحت زیرفضای که داد نشان مͬ�توان λ بودن حقیقͬ برای بالا استدلال مشابه
مͬ�شود. کامل n روی استقرا با اثبات dimW = n− 1

2

بنابراین .Xt = X یعنͬ است، آن بودن متقارن با معادل X بودن هرمیتͬ باشد، حقیقͬ X که خاصͬ حالت در
قطری یͺه متعامد پایه ͷی در متقارن ماتریسحقیقͬ هر همچنین هستند. حقیقͬ متقارن ماتریسحقیقͬ ͷی ویژه مقادیر
کنیم توجه است کافͬ کار این برای کند. قطری را X که کرد پیدا حقیقͬ پایه�ای مͬ�توان حالت این در واقع در مͬ�شود.

داریم آنͽاه Xvباشد = λv اگر که
Xv̄ = Xv = λv = λv̄.

فضای که کنید توجه حال است. ویژه مقدار همان با X ویژه بردار ͷی نیز v̄ بردار v ∈ Cn ویژه بردار هر برای پس
هر ازای به پس است. {v + v̄, i(v − v̄)} حقیقͬ بردار دو توسط شده تولید فضای برابر {v, v̄} توسط شده تولید

کرد. جایͽزین حقیقͬ ویژه بردار دو مͬ�توان آن مزدوج و مختلط ویژه بردار

صورت به مͬ�توان Xرا ∈ Cn×n هرمیتͬ ماتریس هر ٢.٣ گزاره

X =
n∑

i=1

λiviv
†
i ,

متقارن حقیقͬ X اگر است. یͺه متعامد پایه� ͷی {v1, . . . ,v1} و هستند X ویژه مقادیر λi ∈ R آن در که نوشت
.X =

∑n
i=1 λiviv

t
i صورت این در و هستند حقیقͬ نیز vi-ها که کرد فرض مͬ�توان آنͽاه باشد

مͬ�کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را فوق گزاره اثبات

۵۴Hermitian

٢۴



معین نیمه مثبت ماتریس�های ٢.٣

از حال این با دارند. نیز هرمیتͬ مختلط ماتریس�های برای معادلͬ مͬ�کنیم بیان بخش این در که گزاره�هایͬ و تعاریف اکثر
مͽر هستند حقیقͬ بردارها و ماتریس�ها همه مͬ�کنیم فرض و مͬ�گیریم نظر در را حقیقͬ ماتریس�های فقط بعد به جا این

شود. ذکر آن خلاف که این
باشیم داشته v ∈ Rn هر ازای به هرگاه گوییم معین۵۵ نیمه مثبت Xرا ∈ Rn×n متقارن ماتریس

⟨v, Xv⟩ = vtXv ≥ 0.

را X بودن معین نیمه مثبت .⟨v, Xv⟩ > 0 باشیم داشته v ̸= 0 هر برای هرگاه گوییم معین۵۶ مثبت را X همچنین
برای نمادگذاری این تعمیم با .X ≻ 0 مͬ�نویسیم باشد معین مثبت X اگر همچنین مͬ�دهیم. نمایش X ⪰ 0 نماد با

.X − Y ⪰ 0 Xاگر ⪰ Y X,Yمͬ�نویسیم متقارن ماتریس�های
است. معین نیمه مثبت نامنفͬ درایه�های با قطری ماتریس هر واقع در است. معین مثبت همانͬ ماتریس� مثال برای

ماتریس همچنین

X =

[
1 −2
−2 5

]
,

.vtXv = (v1 − 2v2)
2 + v22 زیرا است معین مثبت

است برداری ei آن در که etiXei زیرا هستند، نامنفͬ معین نیمه مثبت ماتریس ͷی قطر روی عناصر که کنید توجه
زیرماتریس�های همه کلͬ طور به Xاست. قطر روی i-ام درایه برابر هستند، صفر آن مؤلفه�های بقیه و 1 آن i-ام مؤلفه که

هستند. معین نیمه مثبت معین، نیمه مثبت ماتریس ͷی

بͽیرید. نظر در را J ⊆ {1, . . . , n} دلخواه زیرمجموعه باشد. معین نیمه مثبت X ∈ Rn×n کنید فرض ٣.٣ تمرين
است. J ستون�های و سطرها با Xمتناظر XJزیرماتریس از منظور آن در که است معین نیمه مثبت نیز XJ دهید نشان

باشد λ ویژه مقدار با X ویژه بردار v اگر زیرا هستند. نامنفͬ معین نیمه مثبت ماتریس ͷی ویژه مقادیر همچنین
.vtXv = λ∥v∥2 داریم

مͬ�کند. بیان ماتریس ͷی بودن معین نیمه مثبت تشخیص برای معیارهایͬ زیر قضیه

باشند. نامنفͬ آن ویژه مقادیر همه و باشد متقارن اگر فقط و اگر معین نیمه Xمثبت (آ) ۴.٣ گزاره

.X = QtQ که� طوری به باشد داشته وجود Qماتریس اگر فقط و اگر است معین نیمه Xمثبت (ب)

که طوری به باشند داشته وجود w1, . . . ,wn بردارهای اگر فقط و اگر است میعن نیمه مثبت X ∈ Rn×n (ج)
.xij = ⟨wi,wj⟩

باشد. وارون�پذیر و معین نیمه مثبت اگر فقط و اگر است معین Xمثبت (د)
۵۵Positive semidefinite
۵۶Positive definite

٢۵



باشند. نامنفͬ آن ویژه مقادیر همه و Xمتقارن که کنید فرض برعͺس دادیم. نشان بالا در را گزاره طرف ͷی (آ) اثبات:
u هر برای حال .λi ≥ 0 آن در که نوشت X =

∑
i λiviv

t
i صورت به مͬ�توان را X ماتریس ٢.٣ گزاره طبق آنͽاه

داریم
utXu =

∑
i

λi(u
tv)2 ≥ 0.

کنید تعریف .λi ≥ 0 آن در Xکه =
∑

i λiv
tv کنید فرض (ب)

Q =
∑
i

√
λieiv

t
i.

داریم و است متقارن QtQ که کنید توجه برعͺس، .X = QtQ داریم صورت این در

utQtQu = ⟨Qu, Qu⟩ ≥ 0.

داریم صورت این در Qبͽیرید. i-ام ستون برابر wiرا بردار .X = QtQ فرضکنید قبل قسمت از استفاده با (ج)
داریم و است Xمتقارن آنͽاه xij = ⟨wi,wj⟩ اگر برعͺس .xij = ⟨wi,wj⟩

utXu =
∑
i,j

xijuiuj =
∑
i,j

uiuj⟨wi,wj⟩ = ⟨w∗,w∗⟩ ≥ 0,

.w∗ =
∑

i uiwi آن در که
که کنید توجه حال .X = QtQ کنید فرض (ب) از استفاده با .X ⪰ 0 مͬ�دهد نتیجه X ≻ 0 تعریف طبق (د)
نیست. Xوارون�پذیر پس .Xv = 0 و Qv = 0 نتیجه در .vtQtQv = ∥Qv∥2 = 0 داریم آنͽاه vtXv = 0 اگر
2

قسمت گویند. {w1, . . . ,wn} بردارهای با متناظر گرام۵٧ ماتریس را xij = ⟨wi,wj⟩ درایه�های با X ماتریس
باشد. گرام ماتریس اگر فقط اگر است معین نیمه مثبت ماتریس ͷی که مͬ�کند بیان فوق گزاره (ج)

.X = 0 آنͽاه tr(X) = 0 Xو ⪰ 0 اگر که دهید نشان (آ) ۵.٣ تمرين

.XY = Y X = 0 آنͽاه tr(XY ) = 0 اگر که دهید نشان .X,Y ⪰ 0 کنید فرض (ب)

کنید. استفاده اثر۵٨ دوری خاصیت از و ۴.٣ گزاره (ب) قسمت از راهنمایͬ:

.tr(XY ) ≥ 0 باشیم داشته Y معین نیمه مثبت ماتریس هر برای اگر فقط و Xاگر ⪰ 0 دهید نشان (ج)

.tr(XY ) > 0 باشیم داشته Y ̸= 0 معین نیمه مثبت ماتریس هر برای اگر فقط و Xاگر ≻ 0 دهید نشان (د)

ضرب ⟨·, ·⟩ از منظور آن در که ⟨Z,X − Y ⟩ ≥ 0 داریم آنͽاه Z ⪰ 0 و X ⪰ Y اگر دهید نشان (آ) ۶.٣ تمرين
است. هیلبرت-اشمیت داخلͬ

.⟨Z,X − Y ⟩ > 0 داریم آنͽاه 0 ̸= Z ⪰ 0 Xو ≻ Y اگر دهید نشان (ب)
۵٧Gram matrix
۵٨Trace

٢۶



است. بسته و محدب مخروط ͷی معین نیمه مثبت ماتریس�های مجموعه که دهید نشان ٧.٣ تمرين

هستند. Xصفر اول ستون و سطر درایه�های همه که دهید نشان .x11 = 0 Xو ⪰ 0 کنید فرض ٨.٣ تمرين

بلوک۵٩ͬ قطری ماتریس دهید نشان ٩.٣ تمرين

X =

[
A 0
0 B

]
,

.A,B ⪰ 0 اگر فقط و اگر است معین نیمه مثبت

x11x22 ≥ و x11, x22 ≥ 0 اگر فقط و اگر است معین نیمه Xمثبت ∈ R2×2 ماتریسمتقارن دهید نشان ١٠.٣ تمرين
.x212

باشد�. n برابر Q رتبه اگر فقط و اگر است معین Xمثبت = QtQ ∈ Rn×n دهید نشان ١١.٣ تمرين

دهید قرار ١٢.٣ تمرين

X =

[
A C
Ct B

]
, Y =

[
A −C
−Ct B

]
,

.Y ⪰ 0 اگر فقط و Xاگر ⪰ 0 دهید نشان هستند. متقارن A,B آن در که
و اگر است معین نیمه مثبت آنها از ͬͺی آنͽاه باشند، متشابه اگر متقارن ماتریس دو که دهید نشان ابتدا راهنمایͬ:

باشد. معین نیمه مثبت دیͽری اگر فقط

کنید فرض ١٣.٣ تمرين

X =

[
A C
Ct B

]
, Y =

[
αA C
Ct α−1B

]
,

.Y ⪰ 0 اگر فقط و Xاگر ⪰ 0 دهید نشان .α > 0 و هستند متقارن A,B آن در که

است. نامنفͬ معین، نیمه مثبت ماتریس ͷی دترمینان که دهید نشان ١۴.٣ تمرين

تانسوری ضرب ٣.٣

که mnاست طول به برداری بردار، دو این تانسوری۶٠ ضرب باشند. دلخواه بردار wدو ∈ Rn و v ∈ Rm کنید فرض
اگر مثال برای مͬ�آیند. بدست viwj wیعنͬ و v مؤلفه�های ضرب از آن مؤلفه�های و مͬ�شود داده نمایش v⊗w نماد با

mداریم = 2

v ⊗w =

[
v1
v2

]
⊗

w1

...
wn

 =



v1w1

v1w2

...
v1wn

v2w1

v2w2

...
v2wn


.

۵٩Block diagonal
۶٠Tensor product

٢٧



و v2wj صورت به مؤلفه�های سپس مͬ�نویسیم، را v1wj صورت به مؤلفه�های ابتدا v ⊗w تشͺیل برای کلͬ حالت در
آخر. الͬ

v ⊗w =

 v1...
vm

⊗w =

v1w...
vnw

 .
حالت در است، ⊗wبرابر v مؤلفه�های مجموعه� با v⊗w مؤلفه�های مجموعه�های اگرچه تعریف این با که کنید توجه

.v ⊗w ̸= w ⊗ v نیستند برابر هم با بردار دو این کلͬ

که طوری به ندارند وجود v,w ∈ R2 بردار�های که دهید نشان ١۵.٣ تمرين

v ⊗w =


1
0
0
1

 .
.v ⊗w + v ⊗w′ = v ⊗ (w +w′) دهید نشان (آ) ١۶.٣ تمرين

.⟨v ⊗w,v′ ⊗w′⟩ = ⟨v,v′⟩⟨w,w′⟩ دهید نشان (ب)

Rn برای یͺه متعامد پایه ͷی {w1, . . . ,wn} و Rm برای ͷی متعامد پایه ͷی {v1, . . . ,vm} اگر دهید نشان (ج)
آنͽاه باشند

{vi ⊗wj : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n},

است. Rmn برای یͺه متعامد پایه ͷی

دلخواه ماتریس دو B ∈ Rm′×n′ و A ∈ Rm×n اگر کرد. تعریف نیز ماتریس�ها روی مͬ�توان را تانسوری ضرب
درایه�های و است ستون nn′ و ′mmسطر با ماتریس ͷی مͬ�شود داده نمایش A ⊗ B با که آنها تانسوری ضرب باشند

داریم .aijbi′j′ با برابرند آن

A⊗B =

a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

⊗B =

a11B · · · a1nB
... . . . ...

am1B · · · amnB

 .
.A⊗ (rB) = (rA)⊗B = r(A⊗B) داریم r حقیقͬ عدد هر برای دهید نشان (آ) ١٧.٣ تمرين

.(A⊗B)(A′ ⊗B′) = (AA′)⊗ (BB′) دهید نشان (ب)

است. متقارن A⊗Bنیز آنͽاه باشند،� Bمتقارن Aو اگر که بͽیرید نتیجه .(A⊗B)t = At⊗Bt دهید نشان (ج)

این در باشند. µ ویژه مقدار با B ماتریس ویژه بردار w و ،λ ویژه مقدار با A ماتریس ویژه بردار v کنید فرض
داریم صورت

(A⊗B)(v ⊗w) = (Av)⊗ (Bw) = (λv)⊗ (µw) = λµ(v ⊗w).

٢٨



.λµ ویژه مقدار با است A⊗B ویژه بردار v ⊗w یعنͬ
در مͬ�توان را آنها صورت این در باشند. متقارن مربعͬ ماتریس دو B ∈ Rn×n و A ∈ Rm×m که کنید فرض
باشیم داشته و مͬ�کند قطری Aرا که باشد یͺه�ای متعامد پایه {v1, . . . ,vm} فرضکنید کرد. قطری یͺه� متعامد پایه�های
باشیم داشته و مͬ�کند قطری را B که باشد یͺه�ای متعامد پایه {w1, . . . ,wn} که کنید فرض همچنین .Avi = λivi

و مͬ�دهند تشͺیل Rmn فضای برای پایه ͷی vi ⊗wj بردارهای ١۶.٣ تمرین طبق صورت این در .Bwj = µjwj

داریم
A⊗B(vi ⊗wj) = λiµjvi ⊗wj .

مͬ�کند. قطری را A⊗B ماتریس که است یͺه متعامد پایه�ای {vi ⊗wj : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} که این نتیجه
نͺته�ای مͬ�شود. قطری ͷی متعامد پایه ͷی در پس است، ماتریسA⊗Bمتقارن ١٧.٣ تمرین از استفاده با که کنید توجه
پایه��هایͬ بردار�های تانسوری ضرب از مͬ�کند قطری A⊗Bرا که یͺه�ای متعامد پایه� که است این رسیدیم آن به اینجا در که

�مͬ�آید. بدست مͬ�کنند قطری را B و A از ͷی هر که

است. معین نیمه مثبت نیز A⊗B آنͽاه باشند معین نیمه مثبت B و A اگر که دهید نشان (آ) ١٨.٣ تمرين

.X ⊗ Z ⪰ Y ⊗ Z آنͽاه Z ⪰ 0 Xو ⪰ Y اگر دهید نشان (ب)

.X ⊗X ′ ⪰ Y ⊗ Y ′ Xآنͽاه ′ ⪰ ±Y ′ Xو ⪰ ±Y اگر دهید نشان ١٩.٣ تمرين

.X ⊗X ′ ⪰ Y ⊗ Y ′ Xآنͽاه ′ ⪰ Y ′ ⪰ 0 Xو ⪰ Y ⪰ 0 اگر دهید نشان ٢٠.٣ تمرين

معین نیمه برنامه�ریزی تعریف ۴.٣

معین. نیمه مثبت ماتریس�های فضای روی خطͬ قید�های و هدف تابع با است بهینه�سازی مسأله ͷی معین نیمه برنامه�ریزی
نوشت: زیر فرم به مͬ�توان را خطͬ برنامه�ریزی ͷی

min ⟨C,X⟩ (٢٧)

⟨Ai, X⟩ = bi, i = 1, . . . ,m,

X ⪰ 0.

داخلͬ ضرب داخلͬ�ها، ضرب و ،b1, . . . , bm ∈ R و هستند متقارن ,C,A1ماتریس�هایͬ . . . , Am ∈ Rn×n اینجا در
این قید�های در که X ماتریس� قبل مانند .⟨C,X⟩ = tr(CtX) یعنͬ است، ماتریس�ها فضای روی هیلبرت-اشمیت
ناحیه را معین نیمه برنامه�ریزی ͷی شدنͬ نقاط مجموعه� گوییم. شدنͬ نقطه�ای را مͬ�کند صدق معین نیمه برنامه�ریزی
گوییم. ناشدنͬ را آن صورت این غیر در و شدنͬ را معین نیمه برنامه�ریزی شدنͬ، ناحیه بودن ناتهͬ صورت در نامیم. شدنͬ

دهید قرار و n = m = 2 کنید فرض ٢١.٣ مثال

A1 =

[
1 0
0 0

]
, A2 =

[
1 −2
−2 1

]
, C =

[
1 −1
−1 3

]
,

٢٩



با شد خواهد معادل (٢٧) معین نیمه برنامه�ریزی صورت این در .b2 = 0 و b1 = 2 و

min x11 + 3x22 − 2x12

x11 = 2

x11 + x22 − 4x12 = 0[
x11 x12
x12 x22

]
⪰ 0.

ͷی به کمینه�سازی C−مسأله با C کردن جایͽزین با است. معین نیمه برنامه�ریزی ͷی کلͬ فرم (٢٧) که کنید توجه
و X ∈ Rn×n متغیر دو متغیر، ماتریس ͷی جای به کنید فرض مثال برای همچنین مͬ�شود. تبدیل بیشینه�سازی مسأله

Xداریم: ′ ∈ Rn′×n′

min ⟨C,X⟩+ ⟨C ′, X ′⟩ (٢٨)

⟨Ai, X⟩+ ⟨A′
i, X

′⟩ = bi, i = 1, . . . ,m

X,X ′ ⪰ 0.

کنید تعریف (٢٧) فرم به معین نیمه برنامه�ریزی این نوشتن برای

Ĉ =

[
C 0
0 C ′

]
, Âi =

[
Ai 0
0 A′

i

]
.

(٢٨) صورت این در هستند. صفر آن درایه�های بقیه و 1 برابر آن kℓ-ام درایه� که بͽیرید ماتریسͬ Ekℓرا ماتریس همچنین
با است معادل

min ⟨Ĉ, X̂⟩ (٢٩)

⟨Âi, X̂⟩ = bi, i = 1, . . . ,m

⟨Ekℓ + Eℓk, X̂⟩ = 0 ∀1 ≤ k ≤ n, n+ 1 ≤ ℓ ≤ n+ n′

X̂ ⪰ 0.

است بلوکͬ قطری X̂ متقارن ماتریس که مͬ�کند ضمانت سوم شرط اینجا در

X̂ =

[
X 0
0 X ′

]
.

.(٩.٣ تمرین از استفاده X,X(با ′ ⪰ 0 با است معادل X̂ ⪰ صورت0 این در
مͬ�کنیم. بررسͬ را دیͽری مثال

min ⟨C,X⟩ (٣٠)

⟨Ai, X⟩ ≤ bi, i = 1, . . . ,m

X ⪰ 0.
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که کنید توجه (٢٧) فرم به خطͬ برنامه�ریزی این نوشتن برای

⟨Ai, X⟩ ≤ bi ⇐⇒ ∃yi ⟨Ai, X⟩+ yi = bi, yi ≥ 0

است بلوکͬ قطری که بͽیریم نظر در را X̂ ∈ R(n+m)×(n+m) ماتریسͬ متغیر X ∈ Rn×n جای به است کافͬ حال
دارد را بلوکͬ قطری فرم این X̂ که این تضمین برای .y1, . . . , ym برابر 1× mبلوک1 Xو برابر n× n بلوک� ͷی با

داریم صورت این در کرد. اضافه Ekℓ ماتریس�های حسب بر قبل مانند قید�هایͬ باید

⟨Ai, X⟩+ yi = ⟨Âi, X̂⟩,

آن در که

Âi =

[
Ai 0
0 Eii

]
.

است. نوشتن قابل (٢٧) صورت به (٣٠) اینها گذاشتن هم کنار با
را خاصͬ بلوکͬ قطری Xفرم ماتریسͬ متغیر آنها در که گرفت خواهیم نظر در را معینͬ نیمه برنامه�ریزی�های ادامه در

کرد. القا خطͬ قید�هایͬ کردن اضافه با مͬ�توان را محدودیتͬ چنین فوق مثال�های مانند دارد.
فرض است کافͬ نوشت. معین نیمه برنامه�ریزی از خاصͬ حالت صورت به مͬ�توان را خطͬ برنامه�ریزی که کنید توجه

مͬ�شود. تبدیل خطͬ برنامه�ریزی ͷی به (٢٧) صورت این در است. قطری ماتریس ͷیX کنیم

بͽیرید. نظر در را زیر بهینه�سازی مسأله ٢٢.٣ مثال

min 2x1 + 5x2 (٣١)[
2x1 + x2 x1 − x2
x1 − x2 x2 + 1

]
⪰ 0.

است. معین نیمه مثبت آن در پارامتری ماتریسͬ که است خطͬ بهینه�سازی مسأله ͷی نیست، (٢٧) فرم به مسأله این گرچه
دهید قرار (٢٧) فرم به مسأله این نوشتن برای است. معین نیمه برنامه�ریزی ͷی این بنابراین

Z =

[
2x1 + x2 x1 − x2
x1 − x2 x2 + 1

]
. (٣٢)

داریم صورت این در

x1 = z12 + z22 − 1 =
1

2
(z11 − z22 + 1), x2 = z22 − 1.

z12+ z22−1 = 1
2(z11− z22+1) شرط با Z متقارن ماتریس هر همچنین .2x1+5x2 = 2z12+7z22−7پس

با است معادل (٣١) نتیجه در است. (٣٢) فرم به نوشتن قابل

min ⟨C,Z⟩ − 7 (٣٣)

⟨A,Z⟩ = 3,

Z ⪰ 0,

آن در که

C =

[
0 1
1 7

]
, A =

[
−1 1
1 3

]
. (٣۴)
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بهینه�سازی مسأله کلͬ�تر حالت در

min ctx (٣۵)
m∑
i=1

xiAi ⪰ B,

به مͬ�توان را معین نیمه برنامه�ریزی هر برعͺس است. نوشتن قابل (٢٧) صورت به و است معین نیمه برنامه�ریزی ͷی نیز
نوشت. فوق فرم

بنویسید. (٢٧) فرم به را زیر معین نیمه برنامه�ریزی ٢٣.٣ تمرين

min 2x1 − x2[
x1 + x2 x1 − 1
x1 − 1 3x2 − x1

]
⪰ 0,

x2 ≥ 0.

ماتریس ͷیX نتیجه در است. معین نیمه مثبت ماتریس ͷیX اینجا در برمͬ�گردیم. (٢٧) معین نیمه برنامه�ریزی به
کنید توجه حال .xij = ⟨vi,vj⟩ که طوری به دارند وجود v1, . . . ,vn بردارهای یعنͬ ،(۴.٣ گزاره (طبق است گرام
همان X درایه�های که آنجا از هستند. X درایه�های روی خطͬ محدودیت�هایͬ (٢٧) قیدهای هم و هدف تابع هم که
رویضرب خطͬ بهینه�سازی ͷی نیستجز چیزی معین نیمه برنامه�ریزی این هستند، v1, . . . ,vn بردارهای داخلͬ ضرب
ضرب از که است متغیر�هایͬ روی خطͬ برنامه�ریزی ͷی معین نیمه برنامه�ریزی ͷی واقع در بردار. تعدادی داخلͬ�های

مͬ�آیند. بدست بردار تعدادی داخلͬ

بهینه�سازی مسأله که کنید تحقیق ٢۴.٣ تمرين

min 2⟨v,w⟩+ 7∥w∥2 − 7

∥v∥2 + 3 = 2⟨v,w⟩+ 3∥w∥2,

است. ٢٢.٣ مثال معین نیمه برنامه�ریزی با معادل

کنید. بازنویسͬ بردار�ها داخلͬ ضرب حسب بر را ٢٣.٣ تمرین معین نیمه برنامه�ریزی ٢۵.٣ تمرين

کوچ�ͷترین برابر زیر معین نیمه برنامه�ریزی جواب که دهید نشان باشد. متقارن ماتریس ͷی C فرضکنید ٢۶.٣ تمرين
است. C ویژه مقدار

min ⟨C,X⟩

⟨I,X⟩ = tr(X) = 1,

X ⪰ 0.

.1 طول به v بردارهای روی vtCv کمینه با است برابر C ویژه مقدار کوچ�ͷترین که دهید نشان ابتدا راهنمایͬ:
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سایز (با باشند بلوکͬ قطری ͬͽهم Ai و C ماتریس�های اگر (٢٧) معین نیمه برنامه�ریزی در که دهید نشان ٢٧.٣ تمرين
برنامه�ریزی جواب شرط این کردن اضافه با یعنͬ است، بلوکͬ قطری نیز X که کرد فرض مͬ�توان آنͽاه بلوک�ها) یͺسان

کرد. حذف را سوم شرط مͬ�توان (٢٩) معین نیمه برنامه�ریزی در که بͽیرید نتیجه نمͬ�کند. تغییری معین نیمه

بͽیرید. نظر در را زیر معین نیمه مثبت برنامه�ریزی ٢٨.٣ مثال

min x1 (٣۶)[
x1 1
1 x2

]
⪰ 0.

زیرینه۶١ باید واقع در کمینه اینجا در که مͬ�بینیم .x1x2 ≥ 1 و x1, x2 ≥ 0 با است معادل خطͬ برنامه�ریزی این قید
است. 0 معین نیمه برنامه�ریزی این جواب صورت این در که باشد

قابل شدنͬ نقطه�ای در یا و است، بͬ�نهایت) منفͬ یا (مثبت بͬ�کران جواب یا که دیدیم خطͬ برنامه�ریزی�های در
طور به ندارند. را خطͬ برنامه�ریزی�های رفتاری خوش� معین نیمه برنامه�ریزی�های که مͬ�دهد نشان فوق مثال است. حصول

باشد. زیرینه است ممͺن (٢٧) در کمینه خاص
برنامه�ریزی�های تحتشرایطͬ که مͬ�کنیم اکتفا نͺته این به تنها معین نیمه برنامه�ریزی�های حل ͬͽونͽچ مورد در اینجا در
به مͬ�توانید الͽوریتم�ها این جزئیات برای کرد. حل کارا طور به داخلͬ نقطه و بیضوی روش�های با مͬ�توان را معین نیمه

کنید. مراجعه [۵] و [٢]

دوگان ۵.٣

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به (٢٧) معین نیمه برنامه�ریزی دوگان

max bty (٣٧)
m∑
i=1

yiAi ⪯ C.

است. معین نیمه برنامه�ریزی ͷی خود و (٣۵) فرم به دوگان که کنید توجه
ͷیX فرضکنید است. ضعیف ͬͽدوگان خطͬ، برنامه�ریزی�های برای دوگان تعریف همانند دوگان این تعریف دلیل

داریم صورت این در باشد. دوگان برای شدنͬ نقطه ͷی y و ((٢٧) (مسأله اصلͬ مسأله برای شدنͬ نقطه

bty =
∑
i

biyi =
∑
i

yi⟨Ai, X⟩ ≤ ⟨C,X⟩,

جواب برای پایین کران ͷی دوگان، شدنͬ نقطه هر پس کردیم. Xاستفاده بودن معین نیمه مثبت از آخر نامساوی در که
مͬ�دهد. اصلͬ مسأله بهینه

را معین نیمه برنامه�ریزی این که دیدیم کنیم. محاسبه را ٢٢.٣ مثال معین نیمه برنامه�ریزی دوگان مͬ�خواهیم ٢٩.٣ مثال
معین نیمه برنامه�ریزی این دوگان نتیجه در شده�اند. داده (٣۴) توسط A و C آن در که نوشت (٣٣) صورت به مͬ�توان

۶١Infimum
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با است برابر

max 3y − 7 (٣٨)

yA ⪯ C.

کنید تعریف و ،Y = C − yA دهید قرار

A1 =

[
2 1
1 0

]
, A2 =

[
1 −1
−1 1

]
, B =

[
0 0
0 −1

]
.

⟨A1, Y ⟩ = 2 باشیم داشته آن ازای به که Y ماتریسمتقارن هر برعͺس، .⟨A2, Y ⟩ = 5 و ⟨A1, Y ⟩ = 2 که کنید توجه
(٣٨) بنابراین .3y − 7 = ⟨B, Y ⟩ داریم دیͽر طرف از است. Y = C − yA فرم به نوشتن قابل ⟨A2, Y ⟩ = 5 و

با است معادل

max ⟨Y,B⟩ (٣٩)

⟨A1, Y ⟩ = 2

⟨A2, Y ⟩ = 5

Y ⪰ 0.

دهید قرار کنیم. محاسبه (٣١) روی از مستقیم طور به مͬ�توانستیم را دوگان از فوق فرم

X̂ =

[
2x1 + x2 x1 − x2
x1 − x2 x2

]
.

نتیجه در و X̂ ≥ B داریم اصلͬ مسأله برای (x1, x2) شدنͬ نقطه برای صورت این در .Y ⪰ 0 کنید فرض

⟨B, Y ⟩ ≤ ⟨X̂, Y ⟩ = x1⟨A1, Y ⟩+ x2⟨A2, Y ⟩.

اینها گذاشتن هم کنار با .⟨B, Y ⟩ ≤ 2x1 + 5x2 داریم آنͽاه ⟨A2, Y ⟩ = 5 و ⟨A1, Y ⟩ = 2 کنیم فرض اگر حال
مͬ�آید. بدست (٣٩)

با است برابر (٣۵) دوگان که کنید تحقیق ٣٠.٣ تمرين

max ⟨B, Y ⟩

⟨Ai, Y ⟩ = ci ∀i

Y ⪰ 0.

بͽیرید. نظر در را زیر معین نیمه برنامه�ریزی ٣١.٣ تمرين

min ctx∑
i

xiAi ⪰ B

x ≥ 0.
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که کنید تحقیق کنید. محاسبه را آن دوگان قبل تمرین از استفاده با بعد و بنویسید (٣۵) فرم به را برنامه�ریزی این ابتدا
با است معادل دوگان

max ⟨B, Y ⟩

⟨Ai, Y ⟩ ≤ ci ∀i

Y ⪰ 0.

شدنͬ نقطه ͷی فقط دوگان که کنید تحقیق کنید. محاسبه را ٢٨.٣ مثال معین نیمه برنامه�ریزی دوگان ٣٢.٣ تمرين
دارد. Y = E11

با است برابر (٢٨) معین نیمه برنامه�ریزی دوگان که دهید نشان ٣٣.٣ تمرين

max bty∑
i

yiAi ⪯ C∑
j

yjA
′
j ⪯ C ′.

قوی ͬͽدوگان ۶.٣

حال این با نیستند. خطͬ برنامه�ریزی�های خوش�رفتاری به معین نیمه برنامه�ریزی�های دیدیم، ٢٨.٣ مثال در که همان�طور
لم تعمیم با ابتدا قضیه این اثبات برای است. برقرار نیز معین نیمه برنامه�ریزی برای قوی ͬͽدوگان قضیه شرایطͬ تحت

مͬ�کنیم. شروع فارکاس

است. شدنͬ زیر مسأله�های از ͬͺی دقیقاً معین-همͽن) نیمه برنامه�ریزی برای فارکاس (لم ٣۴.٣ لم

0 ̸= X ⪰ 0 و ⟨A1, X⟩ = · · · = ⟨Am, X⟩ = 0 (آ)

y1A1 + · · ·+ ymAm ≻ 0 (ب)

داریم (ب). شدنͬ نقطه ͷی y و باشد (آ) از شدنͬ نقطه ͷیX کنید فرض اثبات:

0 =
∑
i

yi⟨Ai, X⟩ = ⟨
∑
i

yiAi, X⟩,

حداکثر بنابراین است. تناقض ۵.٣ تمرین (د) قسمت و 0 ̸= X ⪰ 0 و y1A1 + · · · + ymAm ≻ 0 به توجه با که
است. شدنͬ ͬͺی حداقل مͬ�دهیم نشان است. شدنͬ دو این از ͬͺی

کنید تعریف نباشد. شدنͬ (آ) کنید فرض

Γ = {
(
⟨A1, X⟩, . . . , ⟨Am, X⟩

)
: X ⪰ 0, tr(X) = 1}.

دارد وجود y ∈ Rm هان-باناخ قضیه طبق است، فشرده و محدب Γ که آنجا از .0 /∈ Γ با است معادل (آ) نبودن شدنͬ
داریم باشد ناصفر Xکه ⪰ 0 هر برای یعنͬ .ytv > 0 داریم v ∈ Γ هر برای که طوری به

0 <
∑
i

yi⟨Ai, X⟩ = ⟨
∑
i

yiAi, X⟩.
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2 .
∑

i yiAi ≻ 0 داریم ۵.٣ تمرین (د) قسمت به توجه با صورت این در
است. فارکاس لم از تعمیمͬ زیر لم

است. شدنͬ زیر مسأله�های از ͬͺی دقیقاً معین-ناهمͽن) نیمه ریزی برنامه برای فارکاس (لم ٣۵.٣ لم

0 ̸= X ⪰ 0 و ⟨C,X⟩ ≥ 0 و ⟨A1, X⟩ = · · · = ⟨Am, X⟩ = 0 (آ)

y1A1 + · · ·+ ymAm ≻ C (ب)

کنید. ثابت را فوق لم ٣۶.٣ تمرين
کنید تعریف راهنمایͬ:

Âi =

[
Ai 0
0 0

]
, Ĉ =

[
−C 0
0 1

]
,

کنید. استفاده همͽن فارکاس لم از و

است. ضعیف ͬͽدوگان از ساده نتیجه�ای زیر قضیه

نیست. شدنͬ دوگان باشد، بͬ�کران اصلͬ مسأله اگر (آ) ٣٧.٣ قضیه

نیست. شدنͬ اصلͬ مسأله باشد، بͬ�کران دوگان اگر (ب)

y Xو آنͽاه ⟨X,C⟩ =
∑

i yi⟨Ai, X⟩ باشیم داشته و باشند شدنͬ دوگان برای y و اصلͬ مسأله Xبرای اگر (ج)
است. برابر مسأله دو جواب و هستند دوگان و اصلͬ مسأله بهینه نقاط

چنین گوییم .X ≻ 0 گاه هر گویند اسلاتر۶٣ نقطه یا شدن۶٢ͬ اکیداً نقطه ͷی را اصلͬ مسأله برای X شدنͬ نقطه
شدنͬ نقطه مشابه طور به باشد. شدنͬ اکیداً نقطه ͷی دارای اگر است اسلاتر۶۴ شرط دارای یا است شدنͬ اکیداً مسأله�ای
است. شدنͬ اکیداً دوگان گوییم داشت وجود y-ای چنین اگر و ،C ≻

∑
i yiAi اگر است شدنͬ اکیداً دوگان برای y

(x1, x2) = زیرا هستند شدنͬ اکیداً تمرین(٢٣.٣) معین نیمه برنامه�ریزی همچنین و معین(٣١) نیمه برنامه�ریزی ٣٨.٣ مثال
معین نیمه برنامه�ریزی دوگان که دیدیم ٣٢.٣ تمرین در همچنین است. مسأله دو هر برای شدنͬ اکیداً نقطه ͷی (1, 1)

نیست. شدنͬ اکیداً نتیجه در و دارد صفر ویژه مقدار ͷی شدنͬ نقطه این دارد. شدنͬ نقطه ͷی فقط ٢٨.٣ مثال

ضرب برابر متغیر�هایͬ روی خطͬ برنامه�ریزی ͷی عنوان به مͬ�توان را معین نیمه برنامه�ریزی ͷی که دیدیم ٣٩.٣ تمرين
وجود شدنͬ نقطه ͷی اگر است شدنͬ اکیداً معینͬ نیمه برنامه�ریزی چنین دهید نشان گرفت. نظر در بردار تعدادی داخلͬ

باشند. خطͬ مستقل آن متناظر بردار�های که باشد داشته

بپردازیم. معین نیمه برنامه�ریزی�های برای قوی ͬͽدوگان به مͬ�توانیم حال

بهینه جواب اصلͬ مسأله آنͽاه نباشد. بͬ�کران و باشد شدنͬ اکیداً دوگان مسأله کنید فرض قوی) ͬͽدوگان) ۴٠.٣ قضیه
است. برابر هم با مسأله دو جواب� و نیست) زیرینه کمینه (یعنͬ مͬ�کند حصول را خود

۶٢Strictly feasible
۶٣Slater point
۶۴Slater’s condition
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و ،
∑

i y
∗
iAi ≺ C پس باشد. دوگان برای شدنͬ اکیداً نقطه ͷی y∗ ∈ Rm کنید فرض اثبات:

⟨C,X⟩ >
∑
i

y∗i ⟨Ai, X⟩, ∀X ̸= 0, X ⪰ 0. (۴٠)

کنید تعریف
α∗ = sup{bty : y ∈ Rm,

∑
i

yiAi ⪯ C}.

دهید قرار نیست. بͬ�نهایت α∗ ∈ Rفرض طبق که کنید توجه

Âi =

[
−Ai 0
0 bi

]
, Ĉ =

[
−C 0
0 α∗

]
.

دارد وجود فارکاس لم از استفاده با پس .
∑

i yiÂi ≻ Ĉ که طور به y ندارد وجود α∗ تعریف به توجه با صورت این در
کنید فرض .1 ≤ i ≤ m برای ⟨Âi, X̂⟩ = 0 و ⟨Ĉ, X̂⟩ ≥ 0 ،X̂ ⪰ 0 که طوری به X̂ ̸= 0

X̂ =

[
X ∗
∗ r

]
.

داریم و است، ناصفر آنها از ͬͺی حداقل و r ≥ 0 Xو ⪰ صورت0 این در

⟨C,X⟩ ≤ rα∗, ⟨Ai, X⟩ = rbi.

تناقضاست. در (۴٠) با که ⟨C,X⟩ ≤ 0 و ⟨Ai, X⟩ = 0 داریم و است Xناصفر صورت این در .r = 0 فرضکنید
داریم و است اصلͬ مسأله برای شدنͬ نقطه ͷیX∗ صورت این در .X∗ = 1

rX دهید قرار .r > 0 مͬ�کنیم فرض پس
2 است. تمام ضعیف ͬͽدوگان به توجه با اثبات .⟨C,X∗⟩ ≤ α∗

دارد. را زیر مهم نتیجه�های فوق قضیه

حصول قابل اصلͬ مسأله بهینه جواب آنͽاه باشند. شدنͬ اکیداً دوگان و شدنͬ اصلͬ مسأله فرضکنید (آ) ۴١.٣ قضیه
است. برابر معین نیمه برنامه�ریزی دو بهینه جواب و است

است. برابر هم با و حصول قابل آنها بهینه جواب آنͽاه باشند. شدنͬ اکیداً مسأله دو هر کنید فرض (ب)

است. ضعیف ͬͽدوگان از ساده نتیجه�ای زیر قضیه

این در باشد. دوگان شدنͬ نقطه ͷی y و اصلͬ مسأله شدنͬ نقطه ͷیX فرضکنید مͺمل) ͬͺکم (قضیه ۴٢.٣ قضیه
.X(C −

∑
i yiAi) = 0 اگر فقط و اگر است برابر مسأله دو جواب و هستند بهینه X,yنقاط صورت

بͽیرید. نظر در را زیر معین نیمه برنامه�ریزی ۴٣.٣ مثال

min x33

x22 = 0

x12 + x21 + x33 = 1

X ⪰ 0.
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و است معین نیمه مثبت X آن در که گرفت نظر در ⟨E33, X⟩ کمینه صورت به مͬ�توان را معین نیمه برنامه�ریزی این
طبق پس .x12 = x21 = 0 داریم x22 = 0 شرط به توجه با .⟨E12 + E21 + E33, X⟩ = 1 و ⟨E22, X⟩ = 0

به حال است. 1 برابر آن بهینه جواب پس است. شدنͬ فوق معین نیمه برنامه�ریزی دیͽر طرف از .x33 = 1 دوم شرط
با است برابر معین نیمه برنامه�ریزی این دوگان که کنید بررسͬ تمرین عنوان

max y2 0 −y2 0
−y2 −y1 0
0 0 1− y2

 ⪰ 0.

دوگان شدنͬ نقطه ͷی (y1, y2) = (0, 0) همچنین .y2 = 0 که مͬ�دهد نتیجه فوق ماتریس3×3 بودن معین نیمه مثبت
مسأله�های از ͷی هیچ مͬ�بینیم که طور همان است. اصلͬ مسأله جواب مخالف و 0 برابر دوگان بهینه جواب پس است.

نیست. برقرار قوی ͬͽدوگان دلیل همین به نیستند. شدنͬ اکیداً دوگان و اصلͬ

با است برابر ٢۶.٣ تمرین معین نیمه برنامه�ریزی دوگان که کنید تحقیق ۴۴.٣ تمرين

max y

yI ⪯ C,

.yI ⪯ C که است y-ای بزرگ�ترین C ویژه مقدار کوچ�ͷترین که بͽیرید نتیجه قوی ͬͽدوگان از و

کامپیوتر علوم و ترکیبیات در معین نیمه برنامه�ریزی ۴

مͬ�کنیم. بیان را کامپیوتر علوم و ترکیبیات در معین نیمه برنامه�ریزی از کاربرد�هایͬ مثال چند ذکر با بخش این در

بیشینه برش برای گومنز-ویلیامسون الͽوریتم ١.۴

این در برش ͷی دیدیم قبلا́ که طور همان .e ∈ E یال هر برای we ≥ 0 وزن با بͽیرید نظر در G = (V,E) گراف
آن در که مͬ�کند افراز V = V1 ∪ V2 بخش دو به را گراف رئوس که است، ∅ ⊂ B ⊂ V سره زیرمجموعه ͷی گراف
.V2 در دیͽر سر و است V1 در آنها سر ͷی که هستند یال�هایͬ برش، این متناظر یال�های .V2 = U \ B و V1 = B

بیشترین با برشͬ یافتن هدف بیشینه۶۵ برش مسأله در است. برش یال�های همه وزن مجموع برابر برش هر وزن همچنین
است. وزن

کارا طور به بتوانیم که باشیم امیدوار مͬ�توانیم حال این با است. NP-سخت بیشینه برش دقیق محاسبه که مͬ�دانیم
کنیم. محاسبه را بیشینه برش از تقریبͬ

با یال هر نتیجه در دهیم. قرار V2 یا V1 درون دیͽر رئوس از مستقل و تصادفͬ طور به را Gرأس هر که کنید فرض
آمده بدست برش وزن متوسط ریاضͬ) امید بودن خطͬ از استفاده (با نتیجه در و بود خواهد برشͬ یال ͷی 1/2 احتمال
حداقل آن وزن که کرد محاسبه را برشͬ مͬ�توان تصادفͬ الͽوریتم این با بنابراین یال�هاست. همه وزن مجموع 1/2 برابر

باشد. بیشینه برش وزن نصف اندازه به
۶۵MAXCUT
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دلخواه ترتیبͬ مͬ�دهد. را بیشینه برش از 2-تقریب ͷی نیز زیر غیراحتمالاتͬ الͽوریتم که دهید نشان ١.۴ تمرين
بسته دهید قرار V2 یا V1 بخش در را vk رأس k-ام، مرحله در بͽیرید. نظر در گراف رئوس روی v1, . . . , vn
و vk بین یا�ل�های وزن مجموع یا است بیشتر V1 ∩ {v1, . . . , vk−1} و vk بین یال�های وزن مجموع که این به

.V2 ∩ {v1, . . . , vk−1}

بهتری تقریبͬ الͽوریتم�های مͬ�توانیم آیا که است این سؤال داریم. بیشینه برش برای کارا 2-تقریب الͽوریتم ͷی پس
برای بهتری الͽوریتم�های آن از استفاده با مͬ�شد سعͬ که بود روش�هایͬ از ͬͺی خطͬ برنامه�ریزی بیابیم؟ مسأله این برای
ازای (به بود برشͬ یال ͷی e ∈ E اگر که کنید تعریف صورت این به را x ∈ {0, 1}E بردار آورد. بدست بیشینه برش
که e, f, g یال سه هر برای صورت این در .xe = 0 صورت این غیر در و xe = 1 آنͽاه (V = V1 ∪ V2 برش ͷی
طرف از .xe + xf + xg ≤ 2 باشیم داشته باید پس است. برشͬ یال آنها تای دو حداکثر مͬ�دهند، مثلث ͷی تشͺیل
.xe ≤ xf + xg باشیم داشته باید پس است. برشͬ یال نیز f, g از ͬͺی حداقل آنͽاه بود، برشͬ یال e مثلا́ اگر دیͽر

است. بیشینه برش مسأله شده داده تخفیف زیر خطͬ برنامه�ریزی بنابراین

max
∑
e∈E

wexe

xe + xf + xg ≤ 2, efg مثلث هر برای

xe ≤ xf + xg, efg مثلث هر برای

0 ≤ xe ≤ 1, ∀e ∈ E.

بدست بیشینه برش برای بهتری تقریبͬ الͽوریتم مͬ�توان فوق خطͬ برنامه�ریزی از استفاده با آیا که است این سؤال حال
دو تقریباً آنها برای فوق خطͬ برنامه�ریزی بهینه جواب که دارد وجود گراف�هایͬ زیرا است خیر سؤال این جواب آورد؟
حتͬ واقع در نمͬ�دهد. ارائه بهینه برش برای خوبͬ جواب خطͬ برنامه�ریزی این که این نتیجه است. بیشینه برش برابر
خطͬ برنامه�ریزی از استفاده با خوبͬ جواب نمͬ�توان نیز فرد طول به دور�های همه برای مشابهͬ قید�های کردن اضافه با

آورد. بدست
گراف یال�های ازای به را xe متغیر�های خطͬ، برنامه�ریزی از استفاده با بیشینه برش از تقریبͬ آوردن بدست برای
حسب بر واقع در برش ͷی حال این با بودند. برش ͷی یا�ل�های کننده مشخص نوعͬ به آنها مقدار که گرفتیم نظر در
بیشینه برش مسأله برای صحیح برنامه�ریزی ͷی که باشد این طبیعͬ�تر شاید پس مͬ�شود. تعریف رئوس از زیرمجموعه�ای

شده�اند. اندیس�گذاری گراف رئوس با آن متغیرهای که بیاوریم بدست
و باشد V1 عضو i رأس اگر ui = 1 دهید قرار V = V1 ∪ V2 برش ازای به و V = {1, . . . , n} کنید فرض
بیشینه برش مسأله پس .uiuj = −1 اگر است برشͬ یال ͷی e = {i, j} یال حال صورت. این غیر در ui = −1

است. زیر بهینه�سازی معادل

max
∑

e={i,j}∈E

1

2
we(1− uiuj) (۴١)

ui ∈ {±1} ∀i ∈ V.

به کلͬ طور به است. ui-ها حسب بر دو درجه تابع ͷی هدف تابع نیست. خطͬ ولͬ است صحیح برنامه�ریزی ͷی این
صحیح خطͬ برنامه�ریزی ͷی صورت به u1, . . . , un متغیر�های حسب بر را بیشینه برش مسأله نمͬ�توان که مͬ�رسد نظر

باشد. همین نمͬ�کند ͬͺکم بیشینه برش مسأله حل در خطͬ برنامه�ریزی که این دلیل شاید و نوشت،
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برابر uiuj صورت این در گرفت. نظر در (R1 در (برداری ͷی سایز از برداری عنوان به مͬ�توان را ui حقیقͬ عدد
هم را آن پس .u2i = 1 با است معادل (۴١) در ui ∈ {±1} قید همچنین .uj و ui بردار دو داخلͬ ضرب با است
نیمه برنامه�ریزی ͷی به برداریم را است ͷی بردار�ها � سایز که این شرط اگر حال نوشت. داخلͬ ضرب حسب بر مͬ�توان

مͬ�رسیم. معین

max
∑

e={i,j}∈E

1

2
we(1− ⟨ui,uj⟩) (۴٢)

∥ui∥2 = 1 ∀i ∈ V.

معین نیمه برنامه�ریزی این معادل طور به آنͽاه باشد ⟨ui,uj⟩ برابر آن ij-ام درایه که بͽیریم ماتریسͬ Xرا ∈ Rn×n اگر
نوشت. زیر صورت به مͬ�توان را

max
1

2
⟨W,J −X⟩ (۴٣)

⟨Eii, X⟩ = 1 ∀i ∈ V,

X ⪰ 0.

{i, j} اگر و است wij = we برابر است یال ͷی e = {i, j} که آن ij درایه� که است Wماتریسͬ ∈ Rn×n اینجا در
هستند. ͷی آن درایه�های همه که است ماتریس J ∈ Rn×n همچنین .wij = 0 نباشد یال

مسأله معادل نتیجه در و (۴١) معادل rankX = 1 اضافه شرط با (۴٣) بهینه�سازی� مسأله که دهید نشان ٢.۴ تمرين
است. بیشینه برش

بدست برای بردارها این از چͽونه که است این سؤال باشند. (۴٢) برای بهینه�ای بردارهای u1, . . . ,un کنید فرض
گرد بیشینه برش مسأله برای جوابͬ به را (۴٢) جواب چͽونه که این یعنͬ کنیم، استفاده زیاد) وزن (با برش ͷی آوردن
تصادفͬ بردار ͷی r کنید فرض است. تصادف۶۶ͬ ابرصفحه روش از استفاده [١٠ ،٩] ویلیامسون و گومنز ایده کنیم.

مͬ�دهیم قرار باشد.

V1 = V1(r) = {i : ⟨ui, r⟩ ≥ 0}, V2 = V2(r) = {i : ⟨ui, r⟩ < 0}.

تابع sign(·) آن در که sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩) اگر است برشͬ یال ͷی e = {i, j} یال صورت این در
است: علامت

sign(x) =
{
+1 x ≥ 0,

−1 x < 0.

امید صورت این در دهید. نمایش ϕ(r) با را V = V1(r) ∪ V2(r) برش وزن و ψ(G) با را گراف بیشینه برش وزن
با است برابر ϕ(r) ریاضͬ

E[ϕ(r)] =
∑

e={i,j}∈E

we Pr[ باشد برشͬ یال ͷی e]

=
∑

e={i,j}∈E

we Pr[sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩)]

۶۶Random hyperplane
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Pr[sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩)] = 1
π arccos(⟨ui,uj⟩) دهید نشان (آ) ٣.۴ تمرين

دهیم. انجام است دو بردارها سایز که حالتͬ برای را محاسبه است کافͬ راهنمایͬ:

دهید نشان −1 ≤ c ≤ 1 برای (ب)

1

π
arccos(c) ≥ ρ

2
(1− c), 1− 1

π
arccos(c) ≥ ρ

2
(1− c),

.ρ = 0.87856 آن در که

بͽیرید. نظر در را arccos(·) تابع تیلور بسط راهنمایͬ:

مͬ�دهیم. ادامه فوق تمرین از استفاده با

E[ϕ(r)] =
∑

e={i,j}∈E

we Pr[sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩)]

=
∑

e={i,j}∈E

1

π
we arccos(⟨ui,uj⟩)

≥ ρ
∑

e={i,j}∈E

1

2
we(1− ⟨ui,uj⟩)

≥ ρψ(G),

الͽوریتم که این نتیجه کردیم. استفاده است بیشینه برش مسأله شده داده تخفیف (۴٢) که این از آخر نامساوی در که
است. بیشینه برش وزن متوسط برابر ρ اندازه به حداقل آن وزن متوسط که مͬ�کند محاسبه را برشͬ گومنز-ویلیامسون
با سپس و حل (۴٢) دارند وجود معین نیمه برنامه�ریزی�های حل برای که کارایͬ الͽوریتم�های از استفاده با است کافͬ

بیاوریم. بدست را V = V1(r) ∪ V2(r)برش r تصادفͬ بردار ͷی انتخاب

بیشینه 2-صدق�پذیری ٢.۴

نقیض باشند. بولͬ متغیرهایͬ x1, . . . , xn کنید فرض مͬ�شود. تعریف زیر صورت به بیشینه۶٧ 2-صدق�پذیری مسأله
بند�های۶٨ͬ 1 ≤ i, j ≤ 2n جفت�های از تعدادی برای مͬ�دهیم. نمایش xn+1 = x̄1, . . . , x2n = x̄n با را آنها�
تعدادی x1, . . . , xn ∈ {0, 1} انتخاب هر با مͬ�دهیم. نمایش E با را جفت�ها این مجموعه داریم. xi ∨ xj فرم به
درست مͬ�توانند بندها این از تعدادی چه حداکثر که است این سؤال مͬ�شوند. نادرست تعدادی و درست بندها این از
بند�های همه آیا که این تصمیم�گیری مسأله که کنید توجه شوند. انتخاب x1, . . . , xn ∈ {0, 1} که صورتͬ در شوند
است. حل قابل چندجمله�ای زمان در و است، معروف پذیری۶٩ 2-صدق مسأله به خیر، یا شوند درست مͬ�توانند هم�زمان
ایده از استفاده با چͽونه که مͬ�دهیم توضیح ادامه در نمͬ�دانیم. بیشینه 2-صدق�پذیری برای کارایͬ الͽوریتم حال این با

آورد. بدست مسأله این برای تقریبͬ الͽوریتمͬ مͬ�توان گومنز-ویلیامسون
�هستند) 2n پیمانه به (اندیس�ها داریم همچنین .xi + xn+i = 1 با است معادل xn+i = x̄i که کنید توجه

xi ∨ xj = x̄i ∧ x̄j = xn+i ∧ xn+j = 1− xn+ixn+j .

۶٧MAX 2SAT
۶٨Clause
۶٩2SAT
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زیر. بهینه�سازی با است معادل بیشینه پذیری 2-صدق مسأله نتیجه در

max
∑

{i,j}∈E

1− xn+ixn+j (۴۴)

xi + xn+i = 1, ∀i,

xi ∈ {0, 1}.

دلیلͬ به .ui = (−1)xi+1 دهیم قرار است کافͬ نوشت. ±1 متغیرهای حسب بر مͬ�توان را فوق بهینه�سازی مسأله
و xi = 1

2(1 + u0ui) صورت این در .u0 = 1 دهیم قرار همچنین کنید فرض شد خواهد مشخص ادامه در که
هر نوشت. u0, u1, . . . , un ∈ {+1,−1} متغیرهای برحسب مͬ�توان را فوق بهینه�سازی مسأله حال .un+i = −ui
از مجموعͬ صورت به مͬ�توان را خیر یا باشند n از بیشتر n + j و n + i که این به بسته xn+ixn+j جملات از ͷی

داریم مثال برای نوشت. uℓuk-ها

1− x1xn+2 = 1− 1

4
(1 + u0u1)(1− u0u2) = 1− 1

4
(1 + u0u1 − u0u2 − u1u2)

=
1

4

[
(1− u0u1) + (1 + u0u2) + (1 + u1u2)

]
.

(۴۴) که طوری به دارند وجود wij ≥ 0 وزن�های همچنین و {i, j} جفت�های −Eاز +Eو مجموعه�های که این نتیجه
با است معادل

max
∑

{i,j}∈E+

wij(1 + uiuj) +
∑

{i,j}∈E−

wij(1− uiuj) (۴۵)

ui ∈ {±1}, ∀i.

بهینه�سازی مسأله در شدنͬ نقطه ͷی (u0, . . . , un) اگر حال این با .u0 = 1 بودیم کرده فرض بالا در که کنید توجه
است. اضافͬ u0 = 1 شرط پس هدف. تابع مقدار همان با است شدنͬ نیز (−u0, . . . ,−un) باشد، فوق

ρ = آن در که دارد وجود بیشینه 2-صدق�پذیری مسأله برای کارا ρ-تقریب الͽوریتم ͷی دهید نشان ۴.۴ تمرين
.0.87856

بردار�های ui اعداد بجای یعنͬ بنویسید، را (۴۵) با متناظر شده داده تخفیف معین نیمه برنامه�ریزی ابتدا راهنمایͬ:
روش از آن بهینه جواب کردن گرد برای سپس دهید. قرار را ⟨ui,uj⟩ داخلͬ ضرب uiuj بجای و ui ͷی طول به

کنید. استفاده ٣.۴ تمرین از آمده بدست جواب متوسط مقدار تحلیل برای و کنید، استفاده گومنز-ویلیامسون

نیمه برنامه�ریزی از استفاده با الͽوریتم این دارد. وجود نیز بهتری تقریبͬ الͽوریتم� بیشینه 2-صدق�پذیری مسأله برای
در .1± u0ui ≥ 0 داریم ui ∈ {±1} برای که این اول فرق دارد. فوق الͽوریتم با فرق دو و است شده طراحͬ معین

داریم i, j هر برای نتیجه
u0ui + u0uj + uiuj ≥ −1,

−u0ui − u0uj + uiuj ≥ −1,

−u0ui + u0uj − uiuj ≥ −1,

۴٢
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آن متناظر گراف و کانال ͷی :٢ شͺل

u0ui − u0uj − uiuj ≥ −1.

از استفاده دوم فرق کنیم. اضافه (۴۵) شده داده تخفیف معین نیمه برنامه�ریزی در را نامساوی�ها این مͬ�توانیم بنابراین
به الͽوریتم این مورد در بیشتر اطلاعات برای است. معین نیمه برنامه�ریزی شدنͬ نقطه ͷی کردن گرد برای دیͽری روش

کنید. مراجعه [١١]

گراف�ها شانون ظرفیت ٣.۴

احتمال توزیع�های با و Wاست خروجͬ مجموعه� ͷی و V ورودی مجموعه ͷی دارای اطلاعات انتقال برای کانال ͷی
p(w|v) احتمال با کانال خروجͬ آنͽاه باشد v ∈ V کانال ورودی اگر که معنͬ این به مشخصمͬ�شود، p(w|v) شرطͬ
بین یال ͷی با داد نمایش V ∪W رئوس روی دوبخشͬ گراف ͷی با مͬ�توان را کانالͬ چنین است. w ∈ W برابر
خروجͬ مجموعه و V = {v1, . . . , v5} ورودی مجموعه با کانال ͷی ٢ شͺل در باشد. ناصفر p(w|v) اگر w و v
w1 حتماً خروجͬ آنͽاه باشد، v1 ورودی مثال برای اگر کانال این در است. شده داده نمایش W = {w1, w2, w3}

بود. خواهد w2 برابر 0.8 احتمال با و w1 برابر 0.2 احتمال با خروجͬ باشد v3 ورودی اگر و است،
کد سپس و مͬ�کند کدگذاری٧٠ کانال ورودی در را خود پیام فرستنده، کانال این از استفاده با اطلاعات انتقال برای
مثال برای مͬ�کند. کدگشای٧١ͬ را آن و دریافت را کانال خروجͬ گیرنده سپس مͬ�فرستد. کانال روی بر را پیام آن با متناظر
در m2را پیام ،v1 ورودی در m1را پیام و دهد، انتقال m1,m2,m3را پیام سه از ͬͺی بخواهد فرستنده که کنید فرض
پیام که بود خواهد مطمئن کند، دریافت را w2 خروجͬ گیرنده اگر حال کند. کد v5 ورودی در m3را پیام و v3 ورودی
اگر ترتیب همین به است. امͺان�پذیر آن برای w2 خروجͬ که است v3 تنها این v1, v3, v5 بین از زیرا m2است فرستنده
فرستنده پیام که بود نخواهد مطمئن ببیند خروجͬ در را w1 گیرنده اگر ولͬ m3است. پیام آنͽاه w3باشد، کانال خروجͬ

دارد. وجود خطا احتمال کدگشایͬ در حالت این در یعنͬ ،m2 یا m1است

از ͬͺی بخواهد فرستنده کنید فرض کند. استفاده ͷی از بیشتر طول به کدهای از مͬ�تواند فرستنده کلͬ�تر حالت در
صورت این به کند، استفاده n طول به کلمه-کدهای٧٢ از مͬ�تواند کار این برای دهد. انتقال را m1, . . . ,mk پیام�های
مͬ�تواند کانال از استفاده بار n با حال کند. مشخص vi = (vi1, . . . , vin) ∈ V n دنباله ͷی mi پیام هر ازای به که

٧٠Encoding
٧١Decoding
٧٢Codewords
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برابر را ورودی دوم استفاده در و ،vi1 برابر را کانال ورودی اول استفاده در که صورت این به دهد، انتقال را vi کلمه-کد
دریافت Wnرا عضو ͷی هم روی و خروجͬ، ͷی گیرنده کانال، از استفاده بار هر ازای به آخر. الͬ و مͬ�دهد قرار vi2
گیرنده اگر بزند. حدس را فرستنده پیام مͬ�کند سعͬ کلمه-کدها ساختار از استفاده با بالا) مثال (مانند سپس مͬ�کند.
k1/n برابر کد این نرخ٧۴ همچنین گویند. خطا٧٣ بدون کد ͷی v1, . . . ,vk کد به بزند حدس خطا بدون را پیام بتواند
برای که صورتͬ در داد.٧۵ انتقال پیام k1/n مͬ�توان کانال از استفاده بار هر با متوسط طور به که معنͬ این به بود، خواهد
کدگشایͬ قابل خطا احتمال بدون که طوری به باشند داشته وجود n طول به v1, . . . ,vk کلمه-کد k شده داده k, n
کانال ͷی خطای بدون حصول قابل نرخ�های همه سوپریمم گویند. خطا بدون حصول٧۶ قابل نرخ ͷی را k1/n آنͽاه باشند

گویند. کانال آن ظرفیت٧٧ را

Θ = sup{k1/n : دارد وجود کلمه-کد k با n طول به خطا بدون کد ͷی }.

و ،V =W است یͺسان خروجͬ و ورودی مجموعه همانͬ کانال در کنیم. بررسͬ را همانͬ کانال مثال دهید اجازه
نظر در را n طول به ممͺن کد�های کلمه همه اگر بنابراین است. v حتماً نیز خروجͬ آنͽاه باشد v ∈ V کانال ورودی اگر
v ∈ V n خروجͬ (اگر هستند کدگشایͬ قابل خطا احتمال بدون کلمه-کدها این آنͽاه (V n اعضای همه (یعنͬ بͽیریم
k1/n = |V | آن با متناظر نرخ و k = |V |n با است برابر کد این کلمه-کدهای تعداد است). v حتماً نیز ورودی باشد

است. |V | برابر همانͬ کانال خطای بدون ظرفیت بنابراین است.
کلمه-کدهای با کد که دیدیم ٢ شͺل مثال در کنیم. طراحͬ n = 1 طول به خطا بدون یͷکد بخواهیم که فرضکنید
w1 کانال خروجͬ اگر پس هستند، ناصفر دو هر p(w1|v3) و p(w1|v1) زیرا نیست، خطا بدون کد ͷی {v1, v3, v5}
اشتباه٧٨ قابل v1, v3 اصطلاح در بزنیم. حدس {v1, v3, v5} کلمه-کدهای بین از خطا بدون را ورودی نمͬ�توانیم باشد

باشند. داشته حضور خطا بدون کد ͷی در نمͬ�توانند هم�زمان دو هر پس هستند
ͷی اشتباهات گراف مͬ�کنیم. تعریف را کانال ͷی با متناظر اشتباهات٧٩ گراف مͬ�توانیم فوق مشاهده به توجه با
وجود یعنͬ باشند، اشتباه قابل اگر مجاورند v ∼ v′ آن در و است کانال) ورودی (مجموعه V رئوس مجموعه با گراف
شͺل در (آ) ٢ شͺل کانال اشتباهات گراف باشند. ناصفر دو هر p(w|v′) و p(w|v) که طوری به w ∈W باشد داشته
گراف که کنید توجه همچنین مجاورند. گراف این در v1, v3 رئوس مͬ�بینیم که طور همان است. شده داده نمایش (ب) ٢

است. یال) (بدون تهͬ گراف همانͬ، کانال اشتباهات
قابل کلمه-کد دو هیچ دارای که است C ⊆ V زیرمجموعه ͷی n = 1 طول به خطا بدون کد ͷی کلͬ حالت در
باشد. رأسͬ مستقل٨٠ مجموعه ͷی C اگر فقط و اگر خطاست بدون کد ͷی C ⊆ V گراف�ها زبان به نیست. اشتباهͬ
که این نتیجه مͬ�شود. داده نمایش α با و است آن رأسͬ مستقل مجموعه بزرگترین سایز برابر گراف ͷی استقلال٨١ عدد

کانال. آن با متناظر گراف استقلال عدد با است برابر کانال ͷی n = 1 طول به خطای بدون کد بزرگترین سایز
C ⊆ V n زیرمجموعه ͷی n طول به کد ͷی کرد. تͺرار نیز بیشتر طول به کدهای برای مͬ�توان را استدلال همین

٧٣Zero error code
٧۴Rate

واقع در مͬ�شود. نظر صرف لͽاریتم از راحتͬ برای ترکیبیات در است. صحیح�تر که مͬ�گویند کد نرخ k1/n لͽاریتم به اطلاعات نظریه ٧۵در

انتقال. قابل بیت�های تعداد log2(k)/n و است انتقال قابل پیام�های تعداد k1/n

٧۶Achievable rate
٧٧Capacity
٧٨Confusable
٧٩Confusability graph
٨٠Independent set
٨١Independence number
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v′ = (v′1, . . . , v
′
n) و v = (v1, . . . , vn) کلمه-کدهای باشد نداشته وجود اگر فقط و اگر خطاست بدون و است

به w = (w1, . . . , wn) باشد نداشته وجود که این یعنͬ v,v′ نبودن اشتباه قابل اینجا در باشند. اشتباه قابل که C در
.p(wℓ|vℓ), p(wℓ|v′ℓ) ̸= 0 باشیم داشته ℓ هر برای که طوری

گراف دو برای کرد. استفاده گراف�ها٨٢ قوی ضرب از مͬ�توان ͷی از بیشتر طول به کدهای ساختار فهمیدن برای
رئوس مجموعه با است گرافͬ مͬ�شود، داده نمایش G ⊠ H با که آنها قوی ضرب H = (W,F ) و G = (V,E)

باشند مجاور G در یا برابر v, v′ اگر (v′, w′) و (v, w)متفاوت رأس دو بین (v, w) ∼ (v′, w′) یال�های و V ×W
باشند. Hمجاور در یا برابر w,w′ همچنین و

(v, w) ∼ (v′, w) ⇔ (v ̸= v′ ∨ w ̸= w′) ∧ (v = v′ ∨ v ∼ v′) ∧ (w = w′ ∨ w ∼ w′).

گراف دو قوی ضرب همچنین است. G از کپͬ تعدادی اجتماع برابر یال بدون گرافͬ در Gگراف قوی ضرب مثال برای
در گراف ضرب بار n و G⊠G = G⊠2 با را خودش در گراف ͷی قوی ضرب راحتͬ برای است. کامل گرافͬ کامل،

مͬ�دهیم. نمایش G⊠n با را خودش

.AG⊠H = AG⊗AH+I⊗AH+AG⊗I دهید نشان AGماتریسمجاورتگرافGباشد. فرضکنید ۵.۴ تمرين

v′ = (v′1, . . . , v
′
n) vو = (v1, . . . , vn)اینصورت در باشد. مطالعه مورد اشتباهاتکانال Gگراف فرضکنید

سایز که این نتیجه باشند. مجاور G⊠n رئوس عنوان به v,v′ اگر هستند اشتباه قابل n طول به کلمه-کد دو عنوان به
بدون ظرفیت همچنین .G⊠n گراف استقلال عدد یعنͬ ،α

(
G⊠n

)
با است برابر n طول به خطای بدون کد بزرگترین

با است برابر کانال خطای

Θ(G) = sup
n
α
(
G⊠n

)1/n
= sup

n
α
(
G⊠n

)1/n
. (۴۶)

گویند. Gگراف شانون٨٣ ظرفیت را فوق عبارت

شانون ظرفیت محاسبه ۴.۴

است. مهم p(w|v)احتمالات بودن ناصفر یا و صفر فقط یͷکانال خطای بدون ظرفیت محاسبه برای دیدیم که همان�طور
بر مͬ�توان را کانال ͷی خطای بدون ظرفیت که دیدیم کردیم. تعریف را کانال با متناظر اشتباهات گراف دلیل همین به
فراموش را مطالعه مورد کانال بعد به جا این از لذا نوشت. قوی) ضرب (با اشتباهات گراف توان�های استقلال عدد حسب

مͬ�گیریم. نظر در را آن با متناظر G = (V,E)اشتباهات گراف فقط و کرده
آنͽاه باشند رأسͬ مستقل U ′ ⊆ V ′ و U ⊂ V اگر زیرا α(G ⊠ G′) ≥ α(G) · α(G′) که کنید توجه
.Θ(G) ≥ α(G) αو

(
G⊠n

)
≥ α(G)n بنابراین ′G⊠Gاست. در رأسͬ مستقل U×Uیͷزیرمجموعه ′ ⊆ V ×V ′

که داد نشان مͬ�توان همچنین فͺت٨۴) لم (و خاصیت این از استفاده با

Θ(G) = lim
n→∞

α
(
G⊠n

)1/n
. (۴٧)

٨٢Strong product of graphs
٨٣Shannon capacity
٨۴Fekete’s lemma
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گراف�ها استقلال عدد محاسبه مͬ�دانیم که طور همان است. سختͬ بسیار مسأله کلͬ حالت در شانون ظرفیت محاسبه
محاسبه n هر برای G⊠nرا استقلال عدد باید زیرا است سخت�تر هم این از شانون ظرفیت محاسبه ولͬ است. NP-تمام

کنیم. حساب را (۴٧) حد سپس و
برای آورد. بدست خطا بدون کدگذاری مورد در [١٢] خود اصلͬ مقاله� در را گراف�ها از بعضͬ ظرفیت شانون
که کنید توجه است. 2 برابر (ب) ٢ شͺل گراف شانون ظرفیت که مͬ�کنیم استدلال شانون ایده از استفاده با مثال
عدد بنابراین مͬ�کنند. افراز را گراف رئوس که گرافGهستند از خوشه٨۵ Q2دو = {v4, v5} Q1و = {v1, v2, v3}
دیͽر طرف از است. خوشه هر از عضو ͷی حداکثر دارای رأسͬ مستقل مجموعه ͷی زیرا است 2 حداکثر گراف استقلال
نیز گراف G⊠n توان�های برای مͬ�توان را استدلال همین .α(G) = 2 پس است رأسͬ مستقل مجموعه ͷی {v1, v5}
این دوم نͺته و G⊠nاست، در خوشه ͷی ℓ1, . . . , ℓn ∈ {1, 2} هر Qℓ1برای × · · ·Qℓn که این اول نͺته کرد. تͺرار
این نتیجه .α

(
G⊠n

)
≥ α(G)n دیͽر طرف از .α

(
G⊠n

)
≤ 2n پس مͬ�کنند، افراز را گراف رئوس خوشه 2n این که

.Θ(G) = 2 و α
(
G⊠n

)
= 2n که

مͬ�توان ایده این با .Θ(G) = α(G) آنͽاه کرد افراز خوشه α(G) به را G گراف رئوس بتوان اگر کلͬ حالت در
کرد. حساب را رأسͬ چهار گراف�های ظرفیت

Θ(C5) ≥
√
5 > 2 = بͽیرید نتیجه است. پنج طول به دور C5 آن در که α

(
C⊠2
5

)
= 5 دهید نشان ۶.۴ تمرين

.α(C5)

که بود گرافͬ کوچͺترین C5 واقع در نیست. α(C5) برابر C5 گراف ظرفیت مͬ�بینیم بالا تمرین در که طور همان
استفاده با [١٣] لواز که این تا بود باز سال�ها C5 گراف ظرفیت محاسبه مسأله کند. محاسبه را آن ظرفیت نتوانست شانون
برنامه�ریزی از استفاده در شانون ایده دهید اجازه لواز کار به پرداختن از قبل کرد. محاسبه را آن معین نیمه برنامه�ریزی از

دهیم. توضیح را گراف�ها ظرفیت محاسبه برای خطͬ
Uیͷمجموعه ⊆ V فرضکنید بͽیرید. نظر در را V = {1, . . . ,m}رئوس مجموعه Gروی = (V,W گراف(
بردار را x ∈ {0, 1}V اگر .|Q ∩ U | ≤ 1 داریم Q ⊆ V خوشه هر برای صورت این در باشد. G در رأسͬ مستقل

داریم معادل طور به آنͽاه i ∈ U اگر فقط و اگر xi = 1 یعنͬ دهیم، قرار U ∑مشخصه
i∈Q

xi ≤ 1, Q خوشه هر برای .

مستقل مجموعه ͷی U = {i : xi = 1} آنͽاه باشند برقرار فوق نامساوی�های شده داده x ∈ {0, 1}V برای برعͺس
سپس و کرد بازنویسͬ صحیح خطͬ برنامه�ریزی ͷی صورت به مͬ�توان را استقلال عدد مسأله بنابراین است. رأسͬ

کرد. محاسبه را آن شده داده تخفیف خطͬ برنامه�ریزی

max
∑
i∈V

xi (۴٨)∑
i∈Q

xi ≤ 1, Q ∈ Qmax

0 ≤ xi ≤ 1, ∀i ∈ V.
٨۵Clique
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است ماکسیمال خوشه ͷی Q) است G ماکسیمال خوشه�های همه مجموعه Qmax = Qmax(G) از منظور اینجا در
برقرار ماکسیمال خوشه�های برای اول قید اگر که کنید توجه نباشد). دیͽری خوشه هیچ زیرمجموعه سره طور به اگر
این بهینه جواب مͬ�گیریم. درنظر را ماکسیمال خوشه�های فقط راحتͬ برای ما ولͬ است برقرار خوشه�ها همه برای باشد،

مͬ�گویند. کسری٨۶ رأسͬ دسته�بندی عدد آن به و مͬ�دهند نمایش α∗(G) با را خطͬ برنامه�ریزی

زیر. خطͬ برنامه�ریزی بهینه جواب با است برابر α∗(G) که دهید نشان قوی ͬͽدوگان از استفاده با ٧.۴ تمرين

min
∑

Q∈Qmax

yQ (۴٩)

∑
Q∋i

yQ ≥ 1, ∀i ∈ V

yQ ≥ 0, ∀Q ∈ Qmax.

α∗(G) آیا که است این سؤال حال .α(G) ≤ α∗(G) داریم است استقلال عدد شده داده تخفیف (۴٨) که آنجا از
خیر؟ یا هست نیز Θ(G) برای بالایͬ کران

است. G ⊠ G′ خوشه ͷی Q × Q′ آنͽاه باشد. Q′ گراف خوشه ͷی Q′ و G گراف خوشه ͷی Q کنید فرض
است. Q×Q′ فرم به خوشه ͷی زیرمجموعه G⊠G′ خوشه هر که دهید نشان مͬ�توانید تمرین عنوان به برعͺس،�

.Qmax(G⊠G′) = Qmax(G)×Qmax(G
′) کنید ثابت ٨.۴ تمرين

نقطه ͷی x′ کنید فرض همچنین .
∑

i xi = α∗(G) که طوری به باشد (۴٨) بهینه نقطه ͷی x کنید فرض
تمرین از استفاده با .z = x ⊗ x′ دهید قرار .

∑
j x

′
j = α∗(G′) که طوری به باشد G′ گراف برای (۴٨) بهینه

و Q ∈ Qmax(G) برای زیرا است، G ⊠ G′ برای (۴٨) خطͬ برنامه�ریزی برای شدنͬ نقطه ͷی z ∈ RV×V ′ فوق
داریم Q′ ∈ Qmax(G

′)

∑
(i,j)∈Q×Q′

zij =
∑

(i,j)∈Q×Q′

xix
′
j =

∑
i∈Q

xi

 ·
∑

j∈Q′

x′j

 ≤ 1.

بیشینه�سازی یͷمسأله (۴٨) که آنجا از .α∗(G)α∗(G′) با است برابر z شدنͬ نقطه برای هدف تابع ترتیبمقدار همین به
.α∗(G⊠G′) ≥ α∗(G)α∗(G′) مͬ�گیریم نتیجه است

گراف�های برای (۴٩) بهینه نقطه دو y′ و y فرضکنید کرد. پیاده (۴٩) یعنͬ دوگان مسأله روی مͬ�توان را ایده همین
G⊠G′ گراف برای (۴٩) شدنͬ نقطه ͷی y⊗ y′ که داد نشان مͬ�توان ٨.۴ تمرین از استفاده با دوباره ′Gباشند. Gو
است کمینه�سازی مسأله ͷی (۴٩) چون حال .α∗(G)α∗(G′) با است برابر y ⊗ y′ ازای به هدف تابع همچنین است.

داریم فوق نتیجه دو گذاشتن هم کنار با .α∗(G⊠G′) ≤ α∗(G)α∗(G′) مͬ�گیریم نتیجه

α∗(G⊠G′) = α∗(G)α∗(G′). (۵٠)

ضربͬ همچنین و استقلال، عدد برای بالایͬ کران α∗ که دیدیم برمͬ�گردیم. شانون ظرفیت محاسبه مسأله به حال
داریم n هر برای نتیجه در است.

α(G⊠n) ≤ α∗(G⊠n) = α∗(G)n.

٨۶Fractional vertex packing

۴٧



مͬ�آوریم بدست شانون ظرفیت تعریف در نامساوی این از استفاده با

Θ(G) ≤ α∗(G).

.Θ(C5) ≤ 5/2 بͽیرید نتیجه و α∗(C5) = 5/2 که کنید تحقیق ٩.۴ تمرين

نوشتن گرفت. قرار استفاده مورد شانون ظرفیت برای بالایͬ کران آوردن بدست در خطͬ برنامه�ریزی چͽونه که دیدیم
بود ایده�ای خطͬ برنامه�ریزی ͷی به آن دادن تخفیف سپس و صحیح خطͬ برنامه�ریزی ͷی برحسب ترکیبیاتͬ مسأله ͷی
کران بودن ضربͬ اثبات بردیم، بͺار اینجا در که جدیدی ایده� گرفت. قرار استفاده مورد نیز دیͽری مسأله�های برای که
با کردیم. استفاده خطͬ برنامه�ریزی قوی ͬͽدوگان از هم تساوی این اثبات برای .(۵٠) یعنͬ بود، شده داده تخفیف بالای
که این از استفاده با بعد .α∗(G⊠G′) ≥ α∗(G)α∗(G′) کردیم ثابت بود بیشینه�سازی مسأله ͷی (۴٨) که این به توجه
مستقیم٨٧ ضرب قضیه�های اثبات برای ایده این کردیم. ثابت را نامساوی عͺس جهت بود کمینه�سازی مسأله ͷی (۴٩)

دید. خواهیم را ͷنیͺت این از دیͽری مثال�های ادامه در مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد بسیار

گراف�ها برای لواز عدد ۵.۴

ͷی U ⊆ V کنید فرض باشد. استقلال عدد شده داده تخفیف که بیاوریم بدست معین نیمه برنامه�ریزی ͷی مͬ�خواهیم
داریم صورت این در .i /∈ U اگر xi = 0 و ،i ∈ U اگر xi = 1 کنید تعریف باشد. رأسͬ مستقل مجموعه

xixj = 0, ∀i ∼ j, (۵١)

همچنین و

|U | =
∑
i

xi. (۵٢)

از xi-ها دادن تخفیف با دیدیم قبلا́ که همان�طور پس است. x1, . . . , xm اعداد حاصل�ضرب حسب بر (۵١) شرط
و است خطͬ xi-ها حسب بر (۵٢) ولͬ نوشت. بردارها داخلͬ ضرب حسب بر را آن مͬ�توان بردارها به حقیقͬ اعداد

که کنیم توجه است کافͬ حال این با نوشت. داخلͬ ضرب برحسب را آن مستقیم طور به نمͬ�توان

∑
i,j

xixj =

(∑
i

xi

)2

= |U |2.

داریم آنͽاه x′i = xi/|U |1/2 دهیم قرار ∑حال�اگر
i

x′ix
′
i = 1,

∑
i,j

x′ix
′
j = |U |.

مͬ�رسیم. استقلال عدد از تخفیفͬ عنوان به زیر معین نیمه برنام�ریزی به فوق ایده�های گذاشتن هم کنار با

max
∑
i,j

⟨ui,uj⟩ (۵٣)

⟨ui,uj⟩ = 0 ∀i ∼ j∑
i

⟨ui,ui⟩ = 1.

٨٧Direct product theorems
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فوق توضیحات به توجه با مͬ�گویند. لواز عدد آن به و مͬ�دهند نمایش ϑ(G) با را فوق معین نیمه برنام�ریزی بهینه جواب
.α(G) ≤ ϑ(G) داریم

با است معادل (۵٣) دهید نشان ١٠.۴ تمرين

max ⟨J, Z⟩ (۵۴)

⟨Eij , Z⟩ = 0, ∀i ∼ j,

⟨I, Z⟩ = tr(Z) = 1,

Z ⪰ 0,

درایه� تنها که است ماتریسͬ Eij و است همانͬ ماتریس I هستند، 1 آن درایه�های همه که است ماتریسͬ J آن در که
است. 1 برابر و ij آن ناصفر

با است برابر (۵۴) دوگان واقع در و (۵٣) دوگان که دهید نشان مͬ�توانید تمرین عنوان به

min t (۵۵)∑
i,j:i∼j

rijEij + tI ⪰ J.

کنید تعریف نوشت. مͬ�توان نیز دیͽری صورت به را فوق معین نیمه برنامه�ریزی

Y =
∑

i,j:i∼j

rijEij + tI − J.

با است معادل (۵۵) بنابراین .yij = −1 داریم i ≁ j که i, j هر برای و yii = t− 1 داریم صورت این در

min t (۵۶)

⟨Eij , Y ⟩ = −1, ∀i ≁ j

⟨Eii, Y ⟩ = t− 1, ∀i,

Y ⪰ 0.

(۵۶) بهینه جواب نتیجه در و مͬ�باشند دارا را قوی ͬͽدوگان قضیه شرایط (۵۶) و (۵۴) که است بررسͬ قابل راحتͬ به
است. ϑ(G) نیز

ͬͽرن عدد χ(Ḡ) و است Gگراف متمم Ḡ آن در که α(G) ≤ ϑ(G) ≤ χ(Ḡ) داریم Gگراف هر برای ١١.۴ قضیه
آن.

نظر در را ͹رن k با Ḡ آمیزی �͹رن ͷی دوم نامساوی برای کردیم. ثابت قبلا́ که را α(G) ≤ ϑ(G) نامساوی اثبات:
باشند متفاوت i, j رئوس ͹رن اگر yij = −1 دهید قرار کنید. تعریف زیر صورت به را Y ماتریس درایه�های بͽیرید.
نتیجه آنͽاه Y ⪰ 0 دهیم نشان اگر صورت این در .t = k دهید قرار همچنین .yij = k − 1 صورت این غیر در و

مͬ�شود. نتیجه زیر تمرین از Y بودن معین نیمه مثبت .ϑ(G) ≤ k که مͬ�شود
2

۴٩



بͽیرید نتیجه .tr(J) با است برابر J ناصفر ویژه مقدار تنها و است ͷی برابر J رتبه دهید نشان (آ) ١٢.۴ تمرين
. J ⪰ 0

نشان هستند. نامنفͬ و برابر هم بلوک�ها درایه�های همه که طوری به باشد بلوکͬ قطری ماتریس ͷیW فرضکنید (ب)
.W ⪰ 0 و است ناصفر بلوک�های تعداد Wبرابر ناصفر ویژه مقادیر تعداد دهید

که بͽیرید نتیجه کنید. محاسبه Wرا − J ویژه مقادیر و مͬ�شود، جابجا J با قبل Wقسمت ماتریس دهید نشان (ج)
است. معین نیمه مثبت ١١.۴ قضیه اثبات در شده تعریف Y ماتریس

ثابت مͬ�خواهیم دادیم، انجام α∗(G) برای که محاسباتͬ مانند برگردیم. گراف�ها شانون ظرفیت محاسبه مسأله به
است. ضربͬ نیز ϑ(G) کنیم

.ϑ(G⊠G′) = ϑ(G)ϑ(G′) داریم G,G′ گراف دو هر برای ١٣.۴ قضیه

ͷی Z ⊗Z ′ صورت این در ′Gباشند. برای آن بهینه نقطه ͷی Z ′ Gو برای (۵۴) بهینه نقطه ͷی Z فرضکنید اثبات:
.ϑ(G⊠G′) ≥ ϑ(G)ϑ(G′) بنابراین .ϑ(G)ϑ(G′)هدف تابع مقدار با است G⊠G برای (۵۴) شدنͬ نقطه

ͷی (Y ′, t) و G برای (۵۶) بهینه نقطه ͷی (Y, t) اگر مͬ�کنیم. استفاده دوگان از نامساوی دیͽر جهت اثبات برای
(۵۶) شدنͬ نقطه ͷیW = Y ⊗ Y ′ + J ⊗ Y ′ + Y ⊗ J آن در که (W, tt′) آنͽاه باشند، G′ برای آن بهینه نقطه

.ϑ(G⊠G′) ≤ ϑ(G)ϑ(G′) داریم پس .tt′ = ϑ(G)ϑ(G′)هدف تابع مقدار با است G⊠G′ برای
2

.ϑ̄(G⊠G′) = ϑ̄(G)ϑ̄(G′) کنید ثابت گرافGاست. متمم Ḡ آن در که ϑ̄(G) = ϑ(Ḡ) تعریفکنید ١۴.۴ تمرين

داریم ١٣.۴ قضیه از استفاده با
α(G⊠n) ≤ ϑ(G⊠n) = ϑ(G)n.

نتیجه در
Θ(G) ≤ ϑ(G).

بهینه طور به بنابراین است. محاسبه قابل کارا طور به و است، معین نیمه برنامه�ریزی ͷی جواب ϑ(G) که کنید توجه
با لواز آمد. بدست ١٩٧٩ سال در [١٣] لواز توسط بالا کران این آورد. بدست گراف�ها ظرفیت برای بالایͬ کران مͬ�توان

کرد. حساب را C5 ظرفیت فوق کران از استفاده

.Θ(C5) =
√
5 ١۵.۴ نتیجه

ϑ(C5) محاسبه برای .ϑ(C5) =
√
5 دهیم نشان است کافͬ بنابراین .Θ(C5) ≥

√
5 که دیدیم ۶.۴ تمرین در اثبات:

i 7→ i+1(شتͽجای ماتریس P فرضکنید باشد. (۵۶) شدنͬ نقطه ͷی (Y, t) فرضکنید مͬ�کنیم. استفاده دوگان از
این در نͺته .(t (یعنͬ هدف تابع مقدار همان با است شدنͬ نقطه ͷی نیز (PY P t, t) صورت این در باشد. mod 5)

P تقارن دارای گراف این که آنجا از حال است. شده تعریف C5 گراف حسب بر (۵۶) معین نیمه برنامه�ریزی که است

۵٠



مͬ�توان ترتیب همین به مͬ�آوریم. بدست شدنͬ نقطه�ای هم باز دهیم، جایͽشت تقارن این تحت را Y ماتریس اگر است،
آن در که (Y ′, t) که کرد استدلال

Y ′ =
1

5

4∑
k=0

P kY (P t)k,

.PY ′P t = Y ′ یعنͬ ناورداست، P تحت Y ′ که کنید توجه حال هدف. تابع مقدار همان با است شدنͬ نقطه ͷی نیز
ناورداست. P تحت نیز بهینه ماتریس که کرد فرض مͬ�توان مسأله کلیت از شدن کاسته بدون بنابراین

شرط در که Y ماتریس هر .PY P t = P که طوری به باشد (۵۶) بهینه نقطه ͷی (Y, t) که مͬ�کنیم فرض بنابراین
در i ∼ j اگر فقط bij ̸= 0 که است ماتریسͬ B آن در که Y = tI − J + B فرم به نوشتن قابل کند صدق (۵۶)
نوشتن قابل فوق شرط�های با B متقارن ماتریس هر .PBP t = B با است معادل PY P t = Y صورت این در .C5

است. زیر مسأله بهینه جواب ϑ(C5) بنابراین است. C5 مجاورت ماتریس A آن در که است B = rA فرم به

min t

tI − J + rA ⪰ 0.

مقادیر که مͬ�شود نتیجه مͬ�شوند،� Aجابجا با I, J که این از استفاده با همچنین .{2, ±
√
5−1
2 } با Aبرابرند ویژه مقادیر

با است برابر ϑ(C5) بنابراین .{t− 5 + 2r, t+ ±
√
5−1
2 · r} با برابرند tI − J + rA ویژه

min
r

max{5− 2r,
±
√
5 + 1

2
· r}.

.ϑ(C5) =
√
5 بنابراین است. r = 5−

√
5

2 آن بهینه نقطه و است خطͬ برنامه�ریزی ͷی واقع در این
2

تقارن�های همان نیز بهینه Y که کرد فرض مͬ�توان که دیدیم کردیم. استفاده C5 گراف تقارن�های از فوق اثبات در
نیمه برنامه�ریزی ͷی در بهینه نقطه ͷی یافتن هدف آنها در که دیͽری اثبات�های و محاسبات در ایده این داراست. را C5

G تقارن�های گروه اگر داد نشان مͬ�توان ایده این با مثال برای مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد است، تقارن تعدادی با معین
این اثبات برای است. Gرئوس mتعداد آن در که ϑ(G)ϑ(Ḡ) = m آنͽاه کند عمل ترایا٨٨ صورت به آن رئوس روی

کنید. مراجعه [١٣] لواز مقاله به مͬ�توانید ادعا
آنها ازای با که دارد وجود گراف�هایͬ حال این با مͬ�دهد. رخ تساوی C5 برای و Θ(G) ≤ ϑ(G) که دیدیم
از تعمیم�هایͬ همچنین کنید. مراجعه [١۵ ،١۴] به زمینه این در بیشتر جزئیات برای است. اکید Θ(G) < ϑ(G)

به مͬ�توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات برای مͬ�گویند. زیͽیدی٩٠ عدد و شرایور٨٩ عدد آنها به که دارد وجود لواز عدد
کنید. مراجعه [١٩] همچنین و [١٨ ،١٧ ،١۶]

وجود f : V → V ′ یعنͬ باشد، داشته وجود G′ به G از گرافͬ هم�ریخت٩١ͬ ͷی کنید فرض (آ) ١۶.۴ تمرين
دهید نشان .G′ در f(i) ∼ f(j) آنͽاه باشند V در مجاور رأس دو i ∼ j اگر که طوری به باشد داشته

.ϑ̄(G) ≤ ϑ̄(G′)

٨٨vertex transitive
٨٩Schrijver number
٩٠Szegedy number
٩١Homomorphism
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کنید. ثابت (آ) قسمت از نتیجه�ای عنوان به را ١١.۴ قضیه (ب)

.∥
∑

i ui∥2 = ϑ(G) دهید نشان هستند. برای(۵٣) بهینه�ای بردارهای u1, . . . ,um فرضکنید (آ) ١٧.۴ تمرين

کنید تعریف (ب)
wi =

1

∥ui∥
ui, c =

1

∥
∑

i ui∥
∑
i

ui.

نامساوی از استفاده با .i ∼ j اگر ⟨wi,wj⟩ = 0 و هستند ͷی طول به بردارهای c و wi-ها صورت این در
دهید نشان

∑
i ∥ui∥2 = 1 و ∑کوشͬ-شوارتز

i

⟨wi, c⟩2 ≥ ϑ(G).

بͽیرید نتیجه است. (۴٨) برای شدنͬ نقطه ͷی آمده بدست x بردار که دهید نشان .xi = ⟨wi, c⟩2 تعریفکنید (ج)
.ϑ(G) ≤ α∗(G) داریم Gگراف هر برای که

.
∑

j⟨b,ai⟩2 = ∥b∥2 داریم b بردار و {a1, . . . ,ad} یͺه متعامد پایه هر برای راهنمایͬ:

یͷ-دوره بازی�های ۶.۴

Γ : A×B×S×T → {0, 1} تابع ͷی و S, T,A,B متناهͬ مجموعه چهار با بازیͺن٩٢ دو با یͷ-دوره بازی ͷی
بازی ابتدای در داور مͬ�شود. انجام مͬ�نامیم، ͷباب و آذر را آنها که بازیͺن دو بین داور ͷی با بازی مͬ�شود. مشخص
ͷباب و a ∈ A آذر سپس مͬ�کند. ارسال ͷباب برای را t و آذر برای را s و انتخاب، تصافͬ طور به را (s, t) ∈ S × T
کنید کنید توجه .Γ(a, b, s, t) = 1 اگر هستند بازی برنده ͷباب و آذر مͬ�فرستند. داور برای پاسخ عنوان به را b ∈ B
ولͬ کنند توافق استراتژی ͷی روی بازی شروع از قبل مͬ�توانند آنها رقیب. نه و هستند ͷشری بازی این در ͷباب و آذر که
ͷی با را (s, t) ∈ S × T داور کلͬ حالت در که این دیͽر نͺته باشند. داشته ارتباط هم با نمͬ�توانند بازی شروع از بعد
کنید فرض مͬ�توانید راحتͬ برای اینجا در حال این با مͬ�کند. انتخاب π(s, t) شده تعیین پیش از دلخواه احتمال توزیع
π(s, t) = 1

|S×T | احتمال با را (s, t) ∈ S × T هر داور پس است. S × T روی یͺنواخت احتمال توزیع ͷی این که
مͬ�کند. انتخاب

است: زیر شرح به بازی انجام مراحل خلاصه طور به

مͬ�شود. مشخص G = (A,B, S, T, π,Γ) با بازی .١

مͬ�کند. ارسال ͷباب برای را t و آذر برای را s انتخاب، π(s, t) احتمال با را (s, t) ∈ S × T داور .٢

عضو t مشاهده از پس ͷباب ترتیب همین به مͬ�فرستد. داور برای و انتخاب را a ∈ A عضو s مشاهده از پس آذر .٣
مͬ�فرستد. داور برای و انتخاب را b ∈ B

.Γ(a, b, s, t) = 1 اگر برنده�اند ͷباب و آذر خیر. یا Γ(a, b, s, t) = 1 آیا که مͬ�کند بررسͬ داور .۴
٩٢Two-player one-round game
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برای استراتژی ͷی کنند. توافق هم با استراتژی ͷی روی مͬ�توانند بازی شروع از قبل ͷباب و آذر گفتیم که طور همان
به مͬ�کند. ارسال را a = f(s) پاسخ کرد دریافت را s آذر اگر که صورت این به است f : S → A تابع ͷی واقع در آذر
ͷباب و آذر برد احتمال صورت این در مͬ�شود. مشخص g : T → B تابع ͷی با ͷباب برای استراتژی ͷی ترتیب همین

با است برابر (f, g) استراتژی� تحت

ω(G, f, g) =
∑
s,t

π(s, t)Γ
(
f(s), g(t), s, t

)
.

با است برابر ͷباب و آذر برد احتمال بیشینه همچنین

ω(G) = max
f,g

ω(G, f, g).

π(s, t) = یعنͬ بͽیرید، S × T روی یͺنواخت توزیع را π و A = B = S = T = {0, 1} کنید فرض ١٨.۴ مثال
آنجا از .st = a+ b( mod 2) اگر فقط و اگر Γ(a, b, s, t) = 1 دهید قرار همچنین .s, t ∈ {0, 1} هر برای 1/4
بفرستند داور برای را a = b = 0 پاسخ�های همواره s, t از مستقل ͷباب و آذر اگر ،st = 0 داریم 3/4 احتمال با که
احتمال بیشینه و است ͷباب و آذر استراتژی بهترین این که داد نشان مͬ�توان واقع در مͬ�برند. را بازی 3/4 احتمال با آنͽاه

است. 3/4 همان بازی این در آنها برد

دهید قرار باشد. دلخواه گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض ١٩.۴ مثال

S = V, T = V 2, A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3}2.

B اعضای و t = (t1, t2) جفت�های با را T اعضای راحتͬ برای بͽیرید. S × T روی یͺنواخت توزیع را π همچنین
کنید تعریف مͬ�دهیم. نمایش b = (b1, b2) جفت�های با را

Γ(a, b1, b2, s, t1, t2) = 0 ⇔
(
s = t1 ∧ a ̸= b1

)
∨
(
s = t2 ∧ a ̸= b2

)
∨
(
t1 ∼ t2 ∧ b1 = b2

)
.

اگر برنده�اند ͷباب و آذر خلاصه طور به
و b2 یا b1 با باشد برابر a آنͽاه بود t2 یا t1 از ͬͺی برابر s اگر که معنا این به باشد ͹هماهن آنها پاسخ (آ)

.b1 ̸= b2 آنͽاه بود گراف در یال ͷی {t1, t2} اگر (ب)
پاسخ همواره t = (t1, t2) از مستقل ͷباب همچنین و بدهد را a = 1 پاسخ همواره s از مستقل آذر که کنید فرض
این با .(b1 ̸= b2 داریم همواره (چون است برقرار همواره (ب) شرط صورت این در بدهد. را (b1, b2) = (1, 2)

باشیم داشته که نیست ͹هماهن صورتͬ در فقط ͷباب و آذر پاسخ بود. خواهد برقرار مواقع اکثر در نیز (آ) شرط استراتژی
1− 1/|V | احتمال با مͬ�توانند ͷباب و آذر فوق بدیهͬ استراتژی با بنابراین .1/|V | با است برابر آن احتمال که s = t2

ببرند.
f : V → {1, 2, 3} تابع ͷی آذر استراتژی شوند. برنده 1 احتمال با مͬ�توانند ͷباب و آذر آیا که کنیم بررسͬ بͽذارید
ͷی ͷباب استراتژی ترتیب همین به کرد. نͽاه ͹رن سه با Gگراف رأسͬ رن�͹آمیزی ͷی عنوان به مͬ�توان آن به که است
باشیم داشته باید آنͽاه باشد برقرار (1 احتمال (با همواره (آ) شرط اگر حال است. g : V 2 → {1, 2, 3}2 تابع
باشیم داشته باید t1 ∼ t2 یال هر برای باشد، برقرار همواره (ب) شرط اگر همچنین .g(t1, t2) = (f(t1), f(t2))

فقط و اگر ω(G) = 1 که این نتیجه است. ͹رن سه با Gگراف سره رن�͹آمیزی ͷی f که این نتیجه .f(t1) ̸= f(t2)

باشد. پذیر ͹رن سه G اگر
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آسانͬ مسأله آنها در برد احتمال بیشینه آوردن بدست واقع در و یͷ-دوره بازی�های برای بهینه استراتژی محاسبه مسأله
احتمال بیشینه محاسبه مسأله از حالتخاصͬ به مͬ�توان را گراف�ها در پذیری ͹رن سه مسأله که دیدیم بالا مثال در نیست.
نیمه برنامه�ریزی از استفاده با مͬ�خواهیم اینجا در حال این با است. NP-سخت نیز مسأله این بنابراین کرد. تبدیل برد

بیاوریم. بدست برد احتمال بیشینه برای تقریبͬ معین
کنید. تعریف زیر صورت به را xsa, ytb ∈ {0, 1} متغیرهای بͽیرید. نظر در بازی انجام برای (f, g) استراتژی ͷی

که کنید توجه حال .g(t) = b اگر فقط و اگر ytb = 1 همچنین و f(s) = a اگر فقط و اگر xsa = 1 دهید ∑قرار
a

xsa = 1 ∀s,
∑
b

ytb = 1 ∀t.

داریم همچنین
ω(G, f, g) =

∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)xsay
t
b.

زیر. مسأله بهینه جواب با است برابر ω(G) که این نتیجه

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)xsay
t
b (۵٧)

∑
a

xsa = 1 ∀s,∑
b

ytb = 1 ∀t,

xsa ∈ {0, 1}, ∀a, s

ytb ∈ {0, 1}, ∀b, t.

بر دو درجه تابع ͷی اینجا در هدف تابع زد. تقریب معین نیمه برنامه�ریزی ͷی با مͬ�توان را بهینه�سازی مسأله این
خطͬ تابع ͷی هدف تابع دهیم، قرار را wt

b بردار ytb بجای و vs
a بردار xsa بجای اگر بنابراین است. متغیرها حسب

z بردار ͷی 1 عدد بجای مͬ�توانیم دوم و اول قید�های جایͽزینͬ برای شد. خواهد ⟨vs
a,w

t
b⟩ داخلͬ�های ضرب برحسب

دقیقاً شده داده s هر برای که مͬ�دهد نتیجه اول قید همراه به xsa ∈ {0, 1} شرط که این دیͽر نͺته دهیم. قرار ͷی طول به
ترتیب همین به .xsaxsa′ = 0 داریم a ̸= a′ هر و s هر برای بنابراین هستند. صفر برابر بقیه و ͷی برابر xsa-ها از ͬͺی

است. (۵٧) شده داده تخفیف زیر معین نیمه برنامه�ریزی بنابراین .ytbytb′ = 0 داریم b ̸= b′ هر و t هر برای

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ (۵٨)

∑
a

vs
a = z ∀s,∑

b

wt
b = z ∀t,

⟨vs
a,v

s
a′⟩ = 0, ∀a ̸= a′, s,

⟨wt
b,w

t
b′⟩ = 0, ∀b ̸= b′, t,

⟨vs
a,w

t
b⟩ ≥ 0, ∀s, t, a, b,

∥z∥2 = 1.
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داخلͬ ضرب فرم به داریم نیاز معین نیمه برنامه�ریزی�های در که طور آن اینجا در دوم و اول قید�های که کنید توجه
اگر فقط و اگر z1 = z2 داریم z1, z2 دلخواه بردار دو برای کوش-شوارتز نامساوی از استفاده با حال این با نیستند.
مͬ�توانید تمرین عنوان به نوشت. داخلͬ حسبضرب بر مͬ�توان نیز را شرط دو این پس .⟨z1, z2⟩ = ∥z1∥2 = ∥z2∥2

زیر. معین نیمه برنامه�ریزی با است معادل (۵٨) دهید نشان

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ (۵٩)

∑
a

∥vs
a∥2 =

∑
a

⟨vs
a, z⟩ = 1 ∀s,∑

b

∥wt
b∥2 =

∑
b

⟨wt
b, z⟩ = 1 ∀t,

⟨vs
a,v

s
a′⟩ = 0, ∀a ̸= a′, s,

⟨wt
b,w

t
b′⟩ = 0, ∀b ̸= b′, t,

⟨vs
a,w

t
b⟩ ≥ 0, ∀s, t, a, b,

∥z∥2 = 1.

.ω(G) ≤ γ(G) داریم فوق توضیحات به توجه با مͬ�دهیم. نمایش γ(G) با را فوق معین نیمه برنامه�ریزی بهینه جواب
آورد. بدست یͷ-دوره بازی�های برد احتمال بیشینه برای بالایͬ کران مͬ�توان معین نیمه برنامه�ریزی با پس

.γ(G) ≤ 1 داریم G بازی هر برای دهید نشان ٢٠.۴ تمرين

یͷ-دوره بازی�های موازی تͺرار ٧.۴

بازی n این از ͷی هر در اگر باشند برنده ͷباب و آذر آن در و شود تͺرار بار nموازی طور به G یͷ-دوره بازی که فرضکنید
π(s1, t1) · · ·π(sn, tn) احتمال با را (s1, . . . , sn, t1, . . . , tn) ∈ Sn × Tn داور که صورت این به شوند. برنده
(a1, . . . , an) ترتیب∋ به پاسخ عنوان بابͷبه و سپسآذر بابͷبفرستد. برای را ti-ها و آذر برای را si-ها و انتخابکند
.i هر برای Γ(ai, bi, si, ti) = 1 اگر بود خواهند برنده ͷباب و آذر بفرستند. داور برای را (b1, . . . , bn) ∈ Bn و An

توضیع πn از منظور آن در که Gn = (An, Bn, Sn, Tn, πn,Γn) داریم پس مͬ�دهیم. نمایش Gn با را حاصل بازی
ضربͬ احتمال

πn(s1, . . . , sn, t1, . . . , tn) =

n∏
i=1

π(si, ti),

تابع Γn از منظور و است

Γn(a1, . . . , an, b1, . . . , bn, s1, . . . , sn, t1, . . . , tn) =
n∏

i=1

Γ(ai, bi, si, ti),

دارد؟ ω(G) با ارتباطͬ چه ω(Gn) یعنͬ ،Gn برد احتمال بیشینه که است این سؤال حال است.
ω(G) ͷی هر برد احتمال آنͽاه کنند بازی مستقل طور به را بازی n این از ͷی هر ͷباب و آذر اگر که کنید توجه

داریم بنابراین .ω(G)n با بود خواهد برابر ببرند را بازی�ها همه که این احتمال و بود، خواهد

ω(Gn) ≥ ω(G)n. (۶٠)
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بهینه کردن بازی مستقل طور به همواره آیا دیͽر عبارت به خیر؟ یا مͬ�افتد اتفاق تساوی همواره آیا که است این سؤال
خیر؟ یا است

توزیع π و ،A = B = S = T = {0, 1} آن در که بͽیرید نظر در را G = (A,B, S, T, π,Γ) بازی ٢١.۴ تمرين
.s∨ a ̸= t∨ b اگر Γ(a, b, s, t) = 1 همچنین .(π(1, 1) = (پس0 است {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} روی یͺنواخت
برابر (s, t) که حالتͬ در بفرستند داور برای را a = b = 0 همواره ͷباب و آذر اگر .ω(G) = 2/3 که مͬ�کنیم ادعا
سه هر در نمͬ�توانند ͷباب و آذر که که است بررسͬ قابل راحتͬ به دیͽر طرف از مͬ�شوند. برنده است (1, 0) یا (0, 1)

.ω(G) = 2/3 داریم پس شوند. برنده (0, 0), (0, 1), (1, حالت(0
(a1, a2) = (0, 0) مͬ�دهد قرار آذر بͽیرید. نظر در G2را برای زیر استراتژی حسابکنیم. ω(G2)را مͬ�خواهیم حال
استدلال است. آذر مشابه هم ͷباب پاسخ .(a1, a2) = (1, 1) مͬ�دهد قرار صورت این غیر در و (s1, s2) = (0, 0) اگر

.2/3 با است بابر استراتژی این برد احتمال که مͬ�کنیم
صورت این در باشد. {0, 1}2 اعضای از ͷی هر برابر مͬ�تواند (t1, t2) آنͽاه (s1, s2) = (0, 0) اگر که کنید توجه
ͷباب و آذر (s1, s2) = (0, 0) اگر یعنͬ .(t1, t2) = (0, 0) که بازنده�اند صورتͬ در فقط ͷباب و آذر فوق استراتژی با

برنده�اند. حالت چهار از حالت سه در
حالت دو از حالت ͷی در ͷباب و آذر صورت این در و (t1, t2) ∈ {(0, 0), (1, 0)} آنͽاه (s1, s2) = (0, 1) اگر

است. مشابه (s1, s2) = (1, حالت(0 تحلیل شد. خواهند برنده
مͬ�شود. برنده آذر و ͷباب صورت این در و (t1, t2) = (0, 0) آنͽاه (s1, s2) = (1, 1) اگر

بنابراین برنده�اند. حالت 3 + 1+ 1+ 1 = 6 در ͷباب و آذر (s1, s2, t1, t2) برای ممͺن حالت 9 از که این نتیجه
برد احتمال وضوح به طرفͬ از .ω(G2) ≥ 2/3 = ω(G) بنابراین است. 6/9 = 2/3 برابر استراتژی این برد احتمال

.ω(G2) = ω(G) = 2/3 داریم پس باشد. بیشتر G برد احتمال از نمͬ�تواند (G کپͬ دو (یعنͬ G2

باشیم. داشته تساوی همواره (۶٠) در که نیست درستͬ انتظار که مͬ�بینیم فوق مثال به توجه با
.ω(G) < 1 کنید فرض حال .ω(Gn) = 1 داریم (۶٠) از استفاده با صورت این در .ω(G) = 1 که کنید فرض
ω(G)n و ω(Gn) چه اگر این، از بیشتر .ω(Gn) < 1 که مͬ�گیریم نتیجه ω(Gn) ≤ ω(G) از استفاده با صورت این در
که داریم انتظار این، از بیشتر حتͬ .n → ∞ وقتͬ کند میل صفر سمت به ω(Gn) که داریم انتظار نیستند، برابر لزوماً

مͬ�کند. صفر به نمایͬ طور به ω(Gn)

به نمایͬ طور به ω(Gn) دنباله و limn→∞ ω(Gn) = 0 داریم ω(G) < 1 که G یͷ-دوره بازی هر برای ٢٢.۴ قضیه
مͬ�کند. میل صفر سمت

دیͽری اثبات ٢٠٠٧ سال در هولنشتاین٩۴ آن از بعد و [٢٠] شد ثابت ١٩٩٨ سال در راز٩٣ توسط ابتدا فوق قضیه
١٩٩٢ سال در لواز و فایج٩۵ͬ توسط قضیه این باشد، یͺتا بازی که خاصͬ حالت در حال این با .[٢١] کرد ارائه آن از
احتمال بیشینه زدن تقریب برای معین نیمه برنامه�ریزی از بار اولین برای که بودند نفر دو همین واقع در .[٢٢] شد ثابت

کردند. استفاده یͷ-دوره بازی�های برد
٩٣Raz
٩۴Holenstein
٩۵Feige
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برای Aو = B اگر نامیم یͺتا بازی ͷی را G = (A,B, S, T, π,Γ) یͷ-دوره بازی بپردازیم. یͺتا٩۶ بازی�های به
که طوری به باشد داشته وجود σst : A→ Aشتͽجای (s, t) ∈ S × T هر

Γ(a, b, s, t) = 1 ⇔ b = σst(a). (۶١)

هر برای بالعͺس و Γ(a, b, s, t) = 1 که باشد داشته وجود b ∈ Aͷی دقیقاً آذر، از a پاسخ هر برای دیͽر عبارت به
بازی�های از مهمͬ بسیار دسته یͺتا بازی�های .Γ(a, b, s, t) = 1 که باشد داشته وجود a ∈ Aͷی دقیقاً ͷباب از b پاسخ

.[٢٣] است کامپیوتر علوم باز مسأله�های مهم�ترین از ͬͺی آنها، مورد در یͺتا٩٧ بازی�های حدس که هستند یͷ-دوره
معین نیمه برنامه�ریزی از استفاده نیز ما اثبات ایده مͬ�کنیم. ثابت باشد یͺتا G که حالتͬ در را ٢٢.۴ قضیه اینجا در
حال است. (۵٩) معین نیمه برنامه�ریزی بهینه جواب γ(G) آن در که ω(G) ≤ γ(G) که دیدیم است. شده داده تخفیف

داشت خواهیم صورت این در .γ(G)n با است برابر γ(Gn) که بدانیم همچنین و γ(G) < 1 بدانیم که کنید فرض

ω(Gn) ≤ γ(Gn) = γ(G)n.

مͬ�کند. تمام را اثبات که
کنیم). ثابت را آن چطور نمͬ�دانیم حداقل (یا نیست درست γ(G)n با است برابر γ(Gn) که ما حدس متأسفانه

داریم. دیͽر معین نیمه برنامه�ریزی ͷی به نیاز بنابراین

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ (۶٢)

∑
a

∥vs
a∥2 =

∑
a

⟨vs
a, z⟩ = 1 ∀s,∑

b

∥wt
b∥2 =

∑
b

⟨wt
b, z

′⟩ = 1 ∀t,

⟨vs
a,v

s
a′⟩ = 0, ∀a ̸= a′, s,

⟨wt
b,w

t
b′⟩ = 0, ∀b ̸= b′, t,

∥z∥2 = ∥z′∥2 = 1.

معین نیمه برنامه�ریزی به کنیم اضافه را ⟨vs
a,w

t
b⟩ ≥ 0 شرط و z = z′ کنیم فرض اگر فوق معین نیمه برنامه�ریزی در

داریم بنامیم γ′(G) را فوق معین نیمه برنامه�ریزی بهینه جواب اگر پس مͬ�رسیم. (۵٩) قبلͬ

ω(G) ≤ γ(G) ≤ γ′(G).

بودن یͺتا از استفاده با بͽیرید. نظر در را (۶٢) شدنͬ نقطه ͷی کار این برای .γ′(G) ≤ 1 که داد نشان مͬ�توان علاوه به
داریم کوشͬ-شوارتز نامساوی و (۶١) ∑بازی

a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ =

∑
s,t

π(s, t)
∑
a

⟨vs
a,w

t
σst(a)

⟩ (۶٣)

≤
∑
s,t

π(s, t)
∑
a

∥vs
a∥ · ∥wt

σst(a)
∥ (۶۴)

≤
∑
s,t

π(s, t)
∑
a

1

2
(∥vs

a∥2 + ∥wt
σst(a)

∥2) (۶۵)

٩۶Unique games
٩٧Unique games conjecture
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=
∑
s,t

π(s, t)
1

2
(
∑
a

∥vs
a∥2 +

∑
b

∥wt
b∥2) (۶۶)

=
∑
s,t

π(s, t) (۶٧)

= 1, (۶٨)

کردیم. استفاده است جایͽشت ͷی σst که این از چهارم خط در که

.ω(G) = 1 اگر فقط و اگر γ′(G) = 1 داریم G یͺتای بازی برای ٢٣.۴ لم

آنͽاه ω(G) = 1 اگر بنابراین .γ′(G) ≤ 1 که دیدیم بالا در دیͽر طرف از .ω(G) ≤ γ′(G) که کنید توجه اثبات:
.γ′(G) = 1

γ′(G) = 1 فرض با بͽیرید. نظر را (۶٢) بهینه نقطه ͷی .ω(G) = 1 مͬ�دهیم نشان γ′(G) = 1 فرض با حال
باشیم داشته باید a و s, t هر برای خاص طور به مͬ�شوند. تساوی به تبدیل (۶٨) تا (۶٣) نامساوی�های

⟨vs
a,w

t
σst(a)

⟩ = ∥vs
a∥ · ∥wt

σst(a)
∥ ⇒ vs

a = wt
σst(a)

. (۶٩)

باشیم داشته باید b و s, t هر برای مشابه طور به

vs
σ−1
st (b)

= wt
b. (٧٠)

کنید تعریف u بردار هر برای

Φu := {(s, a) : vs
a = u} ∪ {(t, b) : wt

b = u}.

دیͽر نͺته .Φu ̸= ∅ داریم u ̸= 0 بردار ͷی برای حداقل
∑

a ∥vs
a∥2 =

∑
b ∥wt

b∥2 = 1 از استفاده با که کنید توجه
.(s, a) ∈ Φu که طوری به دارد وجود a ∈ Aͷی حداکثر s هر برای (۶٢) چهارم و سوم شرط�های از استفاده با که این
اگر مثال برای دیͽر طرف از .(t, b) ∈ Φu که طوری به دارد وجود b ∈ B ͷی حداکثر t هر برای ترتیب همین به
(t0, b0) ∈ Φu اگر ترتیب همین به .(t, σs0t(a0)) ∈ Φu داریم t هر برای (۶٩) از استفاده با آنͽاه (s0, a0) ∈ Φu

(اگر که مͬ�شود نتیجه خواص این گذاشتن هم کنار با .(s, σ−1
st0

(b0)) ∈ Φu داریم s هر برای (٧٠) از استفاده با آنͽاه
b = bt ͷی دقیقاً t هر برای و (s, as) ∈ Φ که طوری به دارد وجود a = as ͷی دقیقاً s هر برای باشد) ناتهͬ Φu

را as خروجͬ sدریافت صورت در آذر بͽیرید. نظر در را G بازی برای زیر استراتژی حال .(t, bt) ∈ Φu که دارد وجود
برابر استراتژی این با ͷباب و آذر برد احتمال که مͬ�کنیم ادعا مͬ�دهد. را bt خروجͬ tدریافت صورت در ͷباب و مͬ�دهید

.bt = σst(as) داریم فوق توضیحات از استفاده با که کنیم توجه است کافͬ ادعا این اثبات برای است. ͷی
2

دوبخشͬ معین نیمه برنامه�ریزی ٨.۴

دو به مͬ�توان را آن متغیر بردار�های که معنͬ این به است دوبخشͬ اصطلاح در (۶٢) معین نیمه برنامه�ریزی که کنید توجه
همچنین و باشند بخش دو از ͷی هر بردا�رهای داخلͬ ضرب برحسب فقط مسأله قید�های که طوری به کرد تقسیم بخش

۵٨



ͷی کلͬ حالت در باشد. دوم بخش از بردار ͷی و اول بخش از بردار ͷی داخلͬ�های ضرب از خطͬ ترکیبͬ هدف تابع
است. زیر فرم به دوبخشͬ معین نیمه برنامه�ریزی

max
∑
i,k

cik⟨vi,wk⟩ (٧١)

∑
i,j

aeij⟨vi,vj⟩ = αe ∀e,

∑
k,ℓ

bfkℓ⟨wk,wℓ⟩ = βf ∀f,

دهید. نمایش ξ(S) با را آن بهینه جواب و S با را معین نیمه برنامه�ریزی این

با است برابر (٧١) دوگان که دهید نشان ٢۴.۴ تمرين

min
∑
e

αexe +
∑
f

βfyf (٧٢)

(∑
e xeA

e 0
0

∑
f yfB

f

)
⪰ 1

2

(
0 C
Ct 0

)
.

معین نیمه برنامه�ریزی جواب آنͽاه باشد شدنͬ اکیداً S اگر که بͽیرید نتیجه قوی ͬͽدوگان از استفاده با ٢۵.۴ تمرين
که طوری به دارد وجود (٧٢) برای شدنͬ نقطه که کنید ثابت همچنین است. ξ(S) همان (٧٢)∑

e

αexe =
∑
f

βfyf =
1

2
ξ(S).

کنید. استفاده ١٣.٣ تمرین از راهنمایͬ:

این در .c′i′j′ , a′e
′

i′j′ , · · · ضرایب با باشد (٧١) فرم به دیͽر دوبخشͬ معین نیمه برنامه�ریزی ͷی S ′ کنید فرض
مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را S⊗̃S ′ معین نیمه برنامه�ریزی صورت

max
∑

i,i′,k,k′

cikc
′
i′k′⟨vii′ ,wkk′⟩ (٧٣)

∑
i,i′,j,j′

aeija
′e′
i′j′⟨vii′ ,vjj′⟩ = αeα

′
e′ ∀e, e′,

∑
k,k′,ℓ,ℓ′

bfkℓb
′f ′

k′ℓ′⟨wkk′ ,wℓℓ′⟩ = βfβ
′
f ′ ∀f, f ′,

است. دوبخشͬ معین نیمه برنامه�ریزی ͷی خود نیز S⊗̃S ′ که کنید توجه

.ξ(S⊗̃S ′) = ξ(S)ξ(S ′) آنͽاه باشند شدنͬ اکیداً S,S ′ اگر ٢۶.۴ قضیه

بهینه بردار�های و S برای vi,wk بهینه بردارهای است کافͬ است. ساده ξ(S⊗̃S ′) ≥ ξ(S)ξ(S ′) اثبات اثبات:
که است بررسͬ قابل راحتͬ به .wkk′ = wk ⊗ w′

k′ و vii′ = vi ⊗ v′
i′ دهیم قرار و گرفته را S ′ برای v′

i′ ,w
′
k′

۵٩



نتیجه در .ξ(S)ξ(S ′) با است برابر آنها برای هدف تابع مقدار و هستند S⊗̃S ′ شدنͬ نقطه ͷی vii′ ,wkk′ بردارهای
.ξ(S⊗̃S ′) ≥ ξ(S)ξ(S ′) داریم

S⊗̃S ′ دوگان ٢۴.۴ تمرین از استفاده با که کنید توجه ابتدا مͬ�کنیم. استفاده قوی ͬͽدوگان از دیͽر طرف اثبات برای
با است برابر

min
∑
e,e′

αeα
′
e′xee′ +

∑
f,f ′

βfβ
′
f ′yff ′ (٧۴)

(∑
e,e′ xee′A

e ⊗A′e′ 0

0
∑

f,f ′ yff ′Bf ⊗B′f ′

)
⪰ 1

2

(
0 C ⊗ C ′

Ct ⊗ C ′t 0

)
.

به دارند وجود S ′ دوگان برای x′e′ , y′f ′ شدنͬ نقاط و S دوگان برای xe, yf شدنͬ نقاط ٢۵.۴ تمرین طبق دیͽر طرف از
که ∑طوری

e

αexe =
∑
f

βfyf =
1

2
ξ(S),

∑و
e′

α′
e′x

′
e′ =

∑
f ′

β′f ′y′f ′ =
1

2
ξ(S ′).

دهید قرار است. شدنͬ (٧۴) برای xee′ , yff ′ مͬ�کنیم ادعا .yff ′ = 2yfy
′
f ′ و xee′ = 2xex

′
e′ کنید تعریف

M =

(∑
e xeA

e 0
0

∑
f yfB

f

)
, P =

1

2

(
0 C
Ct 0

)
,

استفاده با همچنین .M ⪰ P داریم است شدنͬ xe, yf که آنجا از کنید. تعریف مشابه طور به Mرا ′, P ′ ماتریس�های و
١٩.٣ تمرین از استفاده با نتیجه در .M ′ ⪰ ±P ′ داریم ترتیب همین به .M ⪰ −P مͬ�گیریم نتیجه ١٢.٣ تمرین از

داریم
M ⊗M ′ ⪰ P ⊗ P ′.

که کنید توجه ∑)حال
e,e′ xex

′
e′A

e ⊗A′e′ −1
4C ⊗ C

′

−1
4C

t ⊗ C ′t ∑
f,f ′ yfy

′
f ′Bf ⊗B′f ′

)
,

شدنͬ نقطه ͷی با متناظر yff ′ = 2yfy
′
f ′ و xee′ = 2xex

′
e′ بنابراین Mاست. ⊗M ′ − P ⊗ P ′ زیرماتریس ͷی

با است برابر شدنͬ نقطه این ازای به هدف تابع است. (٧۴)∑
e,e′

αeα
′
e′xee′ +

∑
f,f ′

βfβ
′
f ′yff ′ =

∑
e,e′

2αeα
′
e′xex

′
e′ +

∑
f,f ′

2βfβ
′
f ′yfy

′
f ′

= 2
(∑

e

αexe
)
·
(∑

e′

α′
e′x

′
e′
)
+ 2
(∑

f

βfyf
)
·
(∑

f ′

β′f ′y′f ′
)

=
1

2
ξ(S)ξ(S ′) + 1

2
ξ(S)ξ(S ′)

= ξ(S)ξ(S ′).

.ξ(S⊗̃S ′) ≤ ξ(S)ξ(S ′) نتیجه در
2

است. فوق قضیه از ساده نتیجه�ای زیر قضیه
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.γ′(Gn) = γ′(G)n داریم G یͺتای بازی هر برای ٢٧.۴ قضیه

برنامه�ریزی این آنͽاه بنامیم، S ′ و S را G′ و G بازی برای (۶٢) معین نیمه برنامه�ریزی اگر که کنیم توجه است کافͬ اثبات:
2 .S⊗̃S ′ با است برابر مͬ�شوند انجام موازی طور به G′ و G آن� در که بازیͬ با متناظر معین نیمه
داریم ٢٣.۴ لم طبق آنͽاه ω(G) < 1 اگر دهیم. ارائه باشد یͺتا G که حالتͬ در ٢٢.۴ قضیه از اثباتͬ مͬ�توانیم حال

نتیجه در .γ′(Gn) = γ′(G)n داریم فوق قضیه طبق دیͽر طرف از .γ′(G) < 1

ω(Gn) ≤ γ′(Gn) = γ′(G)n,

مͬ�کند. میل صفر به نمایͬ طور به

بیشتر مطالعات ۵

برای پرداختیم. آنها از کمͬ تعداد به فقط اینجا در که است شده برده کار به زیادی مسأله�های در معین نیمه برنامه�ریزی
کاربرد مورد در مͬ�توانید [١] در مثال برای کنید. مراجعه [۵ ،۴ ،٣ ،٢ ،١] به مͬ�توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات

کنید. مطالعه اعداد نظریه در ناهم�خوان٩٨ͬ یا مغایرت مسأله در معین نیمه برنامه�ریزی
داده تخفیف معین نیمه برنامه�ریزی ͷی به دو درجه بهینه�سازی مسأله ͷی آنها در که دیدیم مثال�هایͬ درسنامه این در
مسأله�های در میعن نیمه برنامه�ریزی از کلͬ طور به برد. بͺار دو درجه بهینه�سازی همه برای مͬ�توان را کلͬ ایده این شد.

.[٢۴] کرد استفاده مͬ�توان نیز چند�جمله�ای بهینه�سازی
اشاره آن از مورد دو به اینجا در که است مستقیم ضرب قضایای اثبات معین نیمه برنامه�ریزی کاربردهای از ͬͺی

کنید. مراجعه [٢۵] به مͬ�توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات برای کردیم.
ͷی معین نیمه برنامه�ریزی واقع در است. خطͬ برنامه�ریزی از تعمیمͬ معین نیمه برنامه�ریزی دیدیم که طور همان
تعمیم با است. مخروطͬ محدب مجموعه ͷی خود که است معین نیمه مثبت ماتریس�های فضای روی خطͬ برنامه�ریزی
برای است. برقرار قوی و ضعیف ͬͽدوگان نیز آنها برای که گرفت نظر در را مخروطͬ برنامه�ریزی�های مͬ�توان ایده این

کنید. مراجعه [٢۶] به مͬ�توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات
برای مرسوم الͽوریتم�های از غیر الͽوریتم�هایͬ از مͬ�توان خاص حالت�هایͬ در معین نیمه برنامه�ریزی�های حل برای
[٢٨ ،٢٧] به آنها کاربردهای همچنین و الͽوریتم�ها این مورد در اطلاع برای کرد. استفاده محدب برنامه�ریزی�های حل

کنید. مراجعه
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