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6 جلسه

جزئی اثر محاسبه�ي نحوه�ي 1
باشد. ماتریس دو تانسوري ضرب صورت به SAB ماتریس کنید فرض

SAB =MA ⊗NB =


m11N m12N . . . m1dN
m21N m22N . . . m2dN
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
md1N md2N . . . mddN

 .

داریم جزئی اثر تعریف به توجه با بیاوریم. بدست را trA(SAB) می�خواهیم

trA(SAB) = trA(MA ⊗NB) = (tr(M))N =

d∑
i=1

miiN.

می�آید. بدست SAB ماتریس اصلی قطر روي بلوك�هاي مجموع از A زیرفضاي روي بر جزئی اثر واقع در پس
داریم جزئی اثر تعریف از استفاده با مجدداً آوریم. بدست را trB(SAB) بیایید حال

trB(SAB) = trB(MA ⊗NB) = (tr(N))M =


tr(m11N) tr(m12N) . . . tr(m1dN)
tr(m21N) tr(m22N) . . . tr(m2dN)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
tr(md1N) tr(md2N) . . . tr(mddN)

 .

دهیم. قرار را اثرش ،SAB ماتریس بلوك هر جاي به که است این معادل B زیرفضاي روي بر گرفتن جزئی اثر پس
این اگر حتی SAB ماتریس بلوك�هاي حسب بر جزئی اثر محاسبه�ي روش دو این بودن، خطی دلیل به که کنید توجه

است. برقرار نیز نباشد تانسوري ضرب صورت به ماتریس

اي حاشیه احتمال توزیع جزئی، اثر کلاسیک مشابه 2
توزیع یک از چگالی ماتریس که آنجا از می�کنیم. بررسی را جزئی اثر کلاسیک مشابه مثال، یک کمک با ابتدا بخش این در
مثالی در است. حاشیه�اي احتمال توزیع یافتن مانند گرفتن جزئی اثر واقع در می�آید، دست به هیلبرت فضاي روي احتمال
دیگر بخش�هاي روي اندازه�گیري از مستقل ترکیبی سیستمی از بخش یک حالت متوسط که کرد خواهیم بررسی دیگر

است.
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کنند. اتخاذ را {y0, y1} و {x0, x1} مقادیر می�توانند ترتیب به که بگیرید نظر در را Y و X تصادفی متغیر دو 1 مثال
است. شده داده زیر صورت به متغیر دو این مشترك احتمال توزیع تابع

p(X = x0, Y = y0) =
1

2
, p(X = x0, Y = y1) =

1

3

p(X = x1, Y = y0) =
1

6
, p(X = x1, Y = y1) = 0

محاسبه را p(X = x0), p(X = x1) می�خواهیم عبارتی به بیاوریم. دست به را X حاشیه�اي توزیع می�خواهیم حالا
کنیم.

p(X = x0) = p(X = x0, Y = y0) + p(X = x0, Y = y1) =
1

2
+

1

3
=

5

6

p(X = x1) =
1

6

آورد بدست نیز را Y متغیر حاشیه�اي احتمال توزیع می�توان مشابه طور به

p(Y = y0) =
2

3
, p(Y = y1) =

1

3

شناختن به نیازي دیگر و است Xکافی حاشیه�اي توزیع داشتن ،X واریانس یا و میانگین محاسبه�ي براي که می�دانیم
اگر مثال براي دارد. را حاشیه�اي توزیع نقش همین دقیقاً جزئی اثر کوانتومی مکانیک در نیست. X,Y کل احتمال توزیع
به نیازي دیگر آوریم بدست آن از اطلاعاتی A سیستم روي اندازه�گیري با بخواهیم و باشیم داشته را A,B ترکیبی سیستم
عبارت به باشیم. داشته را ρA = trB(ρAB) سیستم کاهیده1 چگالی ماتریس است کافی و نیست ρAB چگالی ماتریس

کرد. محاسبه ρA روي از می�توان را Aبخش روي اندازه�گیري یک حاصل احتمال توزیع دیگر
برقرار p(X = x0, Y = y0) = p(X = x0) · p(Y = y0) تساوي کلی حالت در که طور همان که کنید توجه

نیست: برقرار لزوما نیز ρAB = ρA ⊗ ρB تساوي نیست،

p(X = x0, Y = y0) =
1

2
,

p(X = x0) · P (Y = y1) =
5

6
× 1

3
=

5

18
̸= p(X = x0, Y = y0).

است. شده داده A,B کیوبیت دو براي |ψ⟩AB = 1
2 |00⟩+

1√
2
|01⟩+ 1

2 |11⟩ تنیده�ي هم در حالت 2 مثال
1Reduced density matrix
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کنیم محاسبه را متناظر چگالی ماتریس ابتدا

ρAB = |ψ⟩⟨ψ|

=
1

4
|00⟩⟨00|+ 1

2
|01⟩⟨01|+ 1

4
|11⟩⟨11|

+
1

2
√
2
|00⟩⟨01|+ 1

2
√
2
|01⟩⟨00|

+
1

2
√
2
|01⟩⟨11|+ 1

2
√
2
|11⟩⟨01|

+
1

4
|11⟩⟨00|+ 1

4
|00⟩⟨11|.

کنیم. حساب را کاهیده چگالی ماتریس�هاي حال

ρA = trB(ρAB) =
3

4
|0⟩⟨0|+ 1

4
|1⟩⟨1|+ 1

2
√
2
|0⟩⟨1|+ 1

2
√
2
|1⟩⟨0|.

ρB = trA(ρAB) =
1

4
|0⟩⟨0|+ 3

4
|1⟩⟨1|+ 1

2
√
2
|0⟩⟨1|+ 1

2
√
2
|1⟩⟨0|.

ρAB =


1
4

1
2
√
2

0 1
4

1
2
√
2

1
2 0 1

2
√
2

0 0 0 0
1
4

1
2
√
2

0 1
4

 .

ρA =

(
3
4

1
2
√
2

1
2
√
2

1
4

)
, ρB =

(
1
4

1
2
√
2

1
2
√
2

3
4

)
.

آنها به سیستم که جدیدي حالت�هاي و خروجی هر احتمالات کنیم. اندازه�گیري |0⟩, |1⟩ پایه�ي در را A می�خواهیم
می�آوریم. بدست را می�کند تغییر2

P (0) = ⟨ψ|(|0⟩⟨0|A ⊗ IB)|ψ⟩ = tr((|0⟩⟨0|A ⊗ IB)ρAB) = (
1

2
)2 + (

1√
2
)2 =

3

4
.

حاصل احتمال توزیع داشتیم انتظار که طور همان یعنی tr(|0⟩⟨0|ρA) با است برابر P (0) = 3/4 که کنید توجه
آورد. بدست ρA از می�توان مستقیماً را A کیوبیت روي اندازه�گیري

|ψ⟩ Collapse−−−−−→ |ψ0⟩AB = |0⟩⟨0|A ⊗ IB|ψ⟩ =
1

2
|00⟩+ 1√

2
|01⟩ ∼ 1√

3
|00⟩+

√
2√
3
|01⟩

P (1) = tr((|1⟩⟨1|A ⊗ IB)ρAB) =
1

4
= tr(|1⟩⟨1|ρA).

|ψ⟩ Collapse−−−−−→ |ψ1⟩AB = |1⟩⟨1|A ⊗ IB|ψ⟩ =
1

2
|11⟩ ∼ |11⟩

2Collapse
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حال است. کرده تغییر نیز B سیستم که می�شود مشاهده بود، شده انجام A سیستم روي گیري اندازه اینکه وجود با
σB0 کاهیده چگالی ماتریس�هاي آنها از استفاده با و آوریم می بدست جدید حالت�هاي این در را σAB چگالی ماتریس�هاي

آوریم. می بدست B سیستم جدید حالت�هاي براي را σB1 و

σAB
0 = |ψ0⟩⟨ψ0|, σB0 = trA(σAB

0 ) =

(
1
3

√
2√
3√

2√
3

2
3

)
,

σAB
1 = |ψ1⟩⟨ψ1|, σB1 = trA(σAB

1 ) =

(
0 0
0 1

)
.

از بعد B سیستم میانگین پس کند. می تغییر σB1 به P (1) = 1
4 احتمال با و σB0 به P (0) = 3

4 احتمال با B بنابراین
با است برابر اندازه�گیري

P (0)σB0 + P (1)σB1 =

(
1
4

1
2
√
2

1
2
√
2

3
4

)
= ρB.

اندازه�گیري با Bنباید سیستم میانگین که می�دانستیم ابتدا از البته نکرد. Bتغییر سیستم میانگین که می�شود مشاهده
دهیم تغییر را دیگر سیستم میانگین سیستم، یک روي گیري اندازه با می�توانستیم اگر چون کند؛ تغییر A سیستم روي

بفرستیم. پیغام می�توانستیم سیگنال کردن بدل و رد بدون آنگاه

نکات خلاصه 1.2
دارد. را کاربرد�ها همان و است حاشیه�اي چگالی توزیع مفهوم مانند کاهیده چگالی ماتریس .1

است.3 A روي گیري اندازه از مستقل B حالت متوسط .2

کاهیده چگالی ماتریس روي از مستقیماً می�توان را متناظر احتمال توزیع A سیستم روي بر گیري اندازه هنگام .3
کلی: حالت در . P (0) = tr(|0⟩⟨0|ρA) کرد. حساب

tr((MA ⊗ IB)XAB) = tr(MA trB(XAB)).

خالصسازي 3
دیده�ایم جا دو در را چگالی ماتریس تاکنون

{pi, |ψi⟩} −→ ρ =
∑

i pi|ψi⟩⟨ψi| آنسامبل�ها در سیستم حالت توصیف براي .1

تنیده درهم سیستم�هاي در جداگانه صورت به� سیستم یک بررسی براي کاهیده چگالی ماتریس از استفاده .2

|ψ⟩AB −→ ρB = trA|ψ⟩⟨ψ|.

می�توانیم A فضاي در آنسامبل یک داشتن با که می�دهیم نشان بخش این در هستند. یکسان تقریبا کاربرد دو این
اگر یعنی باشد. داشته را قبلی ماهیت همان A سیستم که بطوري بسازیم A,B فضاي روي خالص4 چگالی ماتریس یک

3No-signaling
4Pure
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خالص عمل این به آوریم. بدست را آنسامبل با متناظر چگالی ماتریس همان کنیم حساب را A کاهیده چگالی ماتریس
گویند. سازي5

بگیرید نظر در A سیستم براي را زیر آنسامبل مثال براي

{pi, |ψi⟩A}ki=1,

با است برابر آن متناظر چگالی ماتریس که

σ =

k∑
i=1

pi|ψi⟩⟨ψi|.

{ |1⟩, . . . , |k⟩}یکه�ي متعامد پایه�ي داراي و بعدي k آن متناظر هیلبرت فضاي که بگیرید نظر Bدر یکسیستم حال
کنیم. می تعریف A,B ترکیبی سیستم براي را زیر حالت باشد.

|Φ⟩AB :=

k∑
i=1

√
pi|ψi⟩A|i⟩B.

می�کنیم. حساب را کاهیده چگالی ماتریس شده، تعریف حالت این براي

ρA = trB(|Φ⟩⟨Φ|AB) = trB

∑
i,j

√
pipj |ψi⟩⟨ψj |A ⊗ |i⟩⟨j|B


=
∑
i,j

√
pipj |ψi⟩⟨ψj |A · tr(|i⟩⟨j|)B

=
∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|A.

دادیم. نسبت آنسامبل به که است چگالی ماتریس σ همان نتیجه می�شود مشاهده
و 2.6 قضیه�ي بود. دلخواه B براي یکه متعامد پایه�ي انتخاب چون نیست یکتا سازي خالص این که کنید توجه
یک حسب بر چگالی ماتریس یک نوشتن همچنین و سازي خالص این آزادي درجه�هاي مورد در مرجع کتاب 2.81 تمرین

هستند. انسامبل

بل نامساوي و اینشتین-پودلسکی-روزن پارادکس 4
کوانتمی مکانیک فرمول�بندي که کردند ادعا و منتشر مقاله�اي6 1935 سال در روزن و پودلسکی همکارانش، و اینشتین

می�دهیم. توضیح زیر مثال با را آنها استدلال است. ناقص
بگیرید. نظر در هستند دور هم از که B و A کیوبیت دو براي را |ψAB⟩ = 1√

2
(|00⟩+ |11⟩) تنیده�ي درهم حالت

کیوبیت M1باشد. = {|0⟩, |1⟩} پایه�ي در اندازه�گیري آن، متناظر اندازه�گیري که بگیرید نظر در را s1 فیزیکی کمیت
5Purification
6A. Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen, Can quantum-mechanical description of physical reality be considered

complete
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کرد. خواهد تغییر نیز B سیستم و است 1 یا و 0 اندازه�گیري حاصل حالت این در می�کنیم. اندازه�گیري پایه این در را A
1 ،A گیري اندازه حاصل اگر مثلاً است. مشخص قطعیت با جواب کنیم اندازه�گیري پایه این در نیز را B سیستم اگر حال
کیوبیت s1 کمیت یعنی بود. خواهد 1 قطعاً نیز B گیري اندازه حاصل لذا و می�کند پیدا تغییر |11⟩ به سیستم کل باشد،
که کسی از مقدار این که کنید توجه دارد. مشخص7 واقعی مقدار یک و است تعریف خوش A روي اندازه�گیري از بعد ،B
یا شیر مثال براي دارد. وجود کمیت این که اینجاست در نکته ولی است، پوشیده نمی�داند را A روي اندازه�گیري حاصل
سکه که زمانی تا حال عین در دارد. مشخص مقداري که تعریف خوش است کمیتی می�شود پرتاب که سکه�اي بودن خط

است. پوشیده ما از آن حاصل نکنیم نگاه را
مورد در فقط و «موضعی8» است خاصیتی s1 کمیت داشتن وجود این که کردند استدلال همکارانش و اینشتین
A روي اندازه�گیري از مستقل باید داشتن وجود این نتیجه در گرفته. قرار A سیستم از زیاد فاصله�ي با که B کیوبیت
وجود می�بایست هم آن از قبل دارد، وجود A روي اندازه�گیري از بعد B کیوبیت s1 کمیت مقدار چون بنابراین باشد.

باشد. داشته
سپس همکارانش و اینشتین دارد. وجود نیز A کیوبیت براي s1 کمیت که گرفت نتیجه می�توان استدلال همین با
(M1 پایه�ي در اندازه�گیري حاصل (یعنی s1 کیمیت آن، اصول طبق زیرا نیست کامل کوانتمی مکانیک که گرفتند نتیجه

دارد. وجود اندازه�گیري از بعد فقط
وجود بحث با تناقضی که طوري به داد توضیح زیر صورت به می�توان را آزمایش این که کردند استدلال سپس آنها
11 حالت در 1/2 احتمال با و 00 حالت در 1/2 احتمال با A,B سیستم دو که کنید فرض باشد. نداشته s1 کمیت
حاصل اگر همچنین .1 برابر 1/2 احتمال با و است 0 برابر 1/2 احتمال با A سیستم روي s1 کمیت صورت این در باشند.
کدام هر روي s1 کمیت حال عین در بود. خواهد 1 نیز B روي اندازه�گیري حاصل آنگاه باشد، 1 مثلاً A روي اندازه�گیري
آن بودن خط یا شیر که سکه�اي مانند (دقیقاً آن از بعد چه و اندازه�گیري از قبل چه دارد، وجود B و A سیستم�هاي از

احتمالی). حال عین در و است تعریف خوش کمیتی
در را فیزیکی کمیت�هاي وجود عدم یا و وجود تناقض همکارانش و اینشتین که است این می�آید پیش که سؤالی

چه؟ باشیم داشته کمیت یک از بیش اگر ولی کردند. حل باشیم داشته کمیت یک فقط که صورتی
پایه�ي در آن متناظر اندازه�گیري که بگیرید نظر در را s2 کمیت

M2 =

{
|+⟩ = 1√

2
(|0⟩+ |1⟩), |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩)

}
,

که کنید توجه باشد.
|ψ⟩AB =

1√
2
(|00⟩+ |11⟩) = 1√

2
(|++⟩+ | − −⟩),

به را A,B سیستم�هاي s2 و s1 کمیت�هاي حال برقرارند. نیز s2 مورد در کردیم s1 مورد در که استدلال�هایی همان و
کرد: بیان زیر صورت به می�توان زمان هم طور

7Realism
8Locality
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(s1, s2) of A (s1, s2) of B
with probability 1/4 (0,+) (0,+)
with probability 1/4 (0,−) (0,−)
with probability 1/4 (1,+) (1,+)
with probability 1/4 (1,−) (1,−)

صورت این در و می�شود، + حاصل 1/2 احتمال با کنیم اندازه�گیري A سیستم براي را s2 کمیت مثال عنوان به اگر
s1, s2 کمیت�هاي اندازه�گیري آزمایش حاصل فوق جدول واقع در بود. خواهد + نیز B سیستم s2 اندازه�گیري حاصل
مورد در تناقضی حال عین در و می�دهد توضیح می�کند، بینی پیش کوانتمی مکانیک که طور همان را AB سیستم روي

ندارد. کمیت�ها این وجود

نهان متغیر روش 1.4
کنید فرض و بگیرید نظر در را AB ترکیبی سیستم می�دهیم. توضیح دقیق�تر را همکارانش و اینشتین ایده بخش این در
اندازه�گیري�ها این از یک هر حاصل کنید فرض همچنین بگیریم. اندازه� A سیستم روي را s ∈ S کمیت�هاي بتوانیم که
،s2 با متناظر X و است {0, 1} برابر s1 با متناظر X و S = {s1, s2} قبل مثال در باشد. X مجموعه�ي از عضو یک
فرض ترتیب همین به داد. نشان مجموعه یک با می�توان را آنها هستند عضو دو داراي دو، هر چون که است {+,−}

عضو یک اندازه�گیري�هاي این از یک هر حاصل که کرد اندازه�گیري B سیستم روي بتوان را t ∈ T کمیت�هاي می�کنیم
است. Y مجموعه�ي از

حاصل بگیریم، اندازه B سیستم روي را t ∈ T کمیت و ،A سیستم روي را s ∈ S کمیت اگر که کنید فرض
اگر کوانتمی مکانیک اصول طبق مثلاً شوند. y ∈ Y و x ∈ X برابر ترتیب به p(x, y|s, t) احتمال با اندازه�گیري�ها
در AB سیستم و باشند، {N t

y : y ∈ Y } و {M s
x : x ∈ X} POVM اندازه�گیري�هاي با متناظر s, t کمیت�هاي

است هم از مستقل کاملاً سکه�ي دو پرتاب دیگر مثال .p(x, y|s, t) = tr(M s
x ⊗ N t

y ρAB) داریم آنگاه ،ρAB حالت
دلیل به مثال این در . X = Y = { شیر , خط } و هستند) عضوي تک S, T ) دارد وجود کمیت� یک فقط آن در که

. p(x, y|s, t) = p(x|s) · p(y|t) داریم سکه دو بودن مستقل
باشد داشته وجود λ تصادفی متغیر باید تناقض بدون فیزیکی تئوري یک در که کردند استدلال همکارانش و اینشتین

که طوري به

p(x, y|s, t) =
k∑

i=1

p(λ = i)p(x|s, λ)p(y|t, λ). (1)

بگیرد مقدار یک فقط و باشد ثابت λ اگر ندارند. دسترسی آن به آزمایشگرها که است نهان9 متغیر یک λ نظریه این در
کاملاً A,B سیستم�هاي آن در که می�آوریم بدست را p(x, y|s, t) = p(x|s) · p(y|t) رابطه�ي همان ،(k = 1)
همکارانش و اینشتین مدل دلیل همین به هستند. «موضعی» آنها متناظر فیزیکی کمیت�هاي یعنی هستند، هم از مستقل
1, 2, 3, 4 مقدار چهار و است جدول سطرهاي متناظر λ قبل قسمت مثال در می�شود. نامیده local hidden variable

9Hidden variable
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و p(x = 0|s = s1, λ = 2) = 1 مثال طور به همچنین .i هر براي p(λ = i) = 1/4 داریم و می�گیرد را
.p(x = +|s = s2, λ = 2) = 0

بل نامساوي 2.4
طبیعت در که p(x, y|s, t) هر آیا که کرد مطرح را سؤال این بل10 اینشتین-پودلسکی-روزن، مقاله�ي انتشار از پس سال�ها
با که کرد طراحی آزمایشی بل کرد. توصیف موضعی صورت به نهان متغیر یک با و (1) رابطه�ي با می�توان را می�شود ظاهر
همکارانش و اینشتین فرضیات که می�کنند ثابت و شده�اند انجام اخیراً آزمایش�ها این رسید. سؤال این جواب به می�توان آن
موضعی طبیعت که می�دهند نشان آزمایش�ها این واقع در نیستند. درست شده، local hidden variable مدل به منتج که

نیست.
سومی فرد می�شود. انجام باب و آلیس نفر، دو بین بازي این می�کنیم. استفاده CHSH بازي از بل ایده�ي توضیح براي
انتخاب هم از مستقل و تصادفی صورت به t, s دهد. می باب به t ∈ {0, 1} بیت یک و آلیس به s ∈ {0, 1} بیت یک
به بیت یک باید هرکدام ارتباط، داشتن بدون باب و آلیس حال است. بی�خبر s از باب و نمی�داند را tآلیس پس می�شوند.

اگر برده�اند را بازي آنها می�نامیم. a, b را خروجی بیتهاي این بدهند. سوم فرد

a+ b
2≡ s · t.

با است برابر آنها برد احتمال صورت این در

p(win) =
∑
s,t

p(s, t)
∑

a,b∈{0,1} such that a+b
2
≡s·t

p(a, b|s, t) =
∑
s,t

1

4

∑
a,b: a+b

2
≡s·t

p(a, b|s, t),

این احتمال p(a, b|s, t) و کنند، دریافت را t و s ترتیب به باب و آلیس که است این احتمال p(s, t) = 1/4 آن در که
این سؤال حال باشند. s, t آنها ورودي�هاي که شرط این با بدهند را b و a خروجی�هاي ترتیب به باب و آلیس که است

چیست. p(win) بیشینه�ي که است
0 برابر 3/4 احتمال با s · t که کنید توجه بدهند. را a = b = 0 خروجی�هاي همواره باب و آلیس که کنید فرض
مدل با (1) صورت به p(a, b|s, t) اگر کلی�تر حالت در بود. خواهند برنده 3/4 احتمال با آنها استراتژي این با لذا است.

داشت خواهیم شود نوشته local hidden varialbe

p(win) ≤ 3/4. (2)

(1) صورت به که ,p(aهایی b|s, t) فضاي که کنید توجه ابتدا آن اثبات براي گویند. بل11 نامساوي را نامساوي�اي چنین
که است شده تشکیل p(a, b|s, t) = p(a|s)p(b|t) صورت به نقاط از فضا این مرز است. محدب فضاي یک هستند
بیشینه�ي پس است. p(a, b|s, t) حسب بر خطی تابع یک p(win) دیگر طرف از هستند. یک یا و صفر p(a|s), p(b|t)
سخت زیاد (2) اثبات کنند اتخاذ می�توانند مرزي مقادیر که مختلفی حالات بررسی با می�شود. گرفته فضا این مرز روي آن

نیست.
10J.S. Bell, On the Einstein-Poldolsky-Rosen paradox
11Bell’s inequality
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و است بیشتر کوانتومی دنیاي در برد احتمال که می�کنیم ثابت و می�کنیم مطرح را کوانتومی استراتژي ادامه در
دنیاي در p(a, b|s, t) = tr(M s

a ⊗ N t
bρAB) که می�دهد نتیجه استراتژي این می�کند. نقض را (2) بل نامساوي

کردند بررسی همکارانش و اینشتین که خاصی مثال خلاف بر پس نیست. بیان قابل (1) صورت به که دارد وجود کوانتمی
دهد. توضیح را کوانتمی مکانیک نمی�تواند local hidden variable مدل

شده�اند آماده |ψ⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩)AB حالت در که را کیوبیت دو بازي شروع از قبل باب و آلیس کنید فرض

بگیرید. نظر در زیر صورت به را R(θ) یکه�ي متعامد پایه�ي کنند. تقسیم هم با را

R(θ) = {|r0(θ)⟩, |r1(θ)⟩},

آن در که
|r0(θ)⟩ = cos(θ)|0⟩+ sin(θ)|1⟩, |r1(θ)⟩ = − sin(θ)|0⟩+ cos(θ)|1⟩.

دهید. قرار همچنین
α0 = 0, α1 =

π

4
β0 =

π

8
, β1 =

−π
8

این حاصل برابر را a و می�گیرد اندازه R(αs) ي پایه در را A کیوبیت s دریافت از پس آلیس که است این استراتژي
اندازه�گیري حاصل برابر را b بیت و می�کند اندازه�گیري R(βt) پایه�ي در را B کیوبیت هم باب می�دهد. قرار اندازه�گیري

کنیم. محاسبه را استراتژي این با برد احتمال دهد. می قرار

p(a, b|s, t) = ⟨ψ|(|ra(αs)⟩⟨ra(αs)| ⊗ |rb(βt)⟩⟨rb(βt)|)|ψ⟩

=
1

2
tr(|ra(αs)⟩⟨ra(αs)|rb(βt)⟩⟨rb(βt)|)

=
1

2
|⟨ra(αs)|rb(βt)⟩|2.

نتیجه در

p(win) =
∑
s,t

∑
a,b: a+b

2
≡s·t

1

4
P (a, b|s, t)

=
∑
s,t

∑
a,b: a+b

2
≡s·t

1

8
|⟨ra(αs)|rb(βt)⟩|2

= cos2(
π

8
) =

1

2
+

1

2
√
2
≈ 0.8535 > 3/4.
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