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مقدمه 1
می�پردازد. کلاسیک کانال�هاي طریق از و دیگر نقطه به نقطه یک از اطلاعات انتقال بررسی به کلاسیک اطلاعات تئوري
دیگر نقطه به نقطه یک از پیام انتقال کلاسیک اطلاعات تئوري اصلی مساله همانند کوانتمی اطلاعات تئوري اصلی مساله
نیازمند کلاسیک نظریه نتیجه، در است. کوانتمی آثار تاثیر تحت پیام ماهیت حتی و انتقال نحوه که تفاوت این با است،
تئوري نتایج همان به نتایج باشند، کلاسیک سیستم�ها تمامی که خاصی حالت در که گونه�اي به می�باشد گسترش و بسط
آنتروپی آن به که است کوانتمی دنیاي به آنتروپی مفهوم تعمیم راه این در اول قدم قطعا شوند. منجر کلاسیک اطلاعات
قبل است) شانون آنتروپی از تعمیمی (که نویمان فون آنتروپی اما برسد نظر به عجیب است ممکن می�گوییم. نویمان فون
اندازه�گیري جهت و ترمودینامیک به مربوط مباحث در نویمان فون آنتروپی البته است.1 شده معرفی شانون آنتروپی از
فون آنتروپی تعریف بودن مقدم علیرغم است. نداشته اطلاعاتی معناي نویمان فون نگاه در و بود، شده مطرح بی�نظمی
اطلاعات کوانتمی نظریه به چندانی توجه عموما اطلاعات نظریه محققین میلادي نود دهه از قبل تا شانون آنتروپی بر نویمان
نتایج از بسیاري چه اگر است. شده شروع کوانتمی اطلاعات نظریه نظام�مند بررسی که است دهه دو تنها و نداشته�اند،

می�خورد. چشم به نیز توجه مورد تفاوت�هاي از مواردي اما هستند، کلاسیک نتایج شبیه کوانتمی دنیاي
می�کند. لحاظ را در�هم�تنیدگی جدید مفهوم و داده تعمیم را کد ، کانال ، منبع مانند مفاهیمی کوانتمی اطلاعات نظریه
کلاسیک اطلاعات نظریه از مفاهیمی مرور به بعد بخش در داشت. خواهیم مفاهیم این بر کلی مقدمه�اي ابتدا بخش این در
آمده 2.1 جدول در بخش این در شده گفته مطالب خلاصه می�شویم. کوانتمی اطلاعات تئوري وارد سپس و می�پردازیم

است.
ندارد. کلاسیک معادل که است کوانتمی کاملا مفهومی درهم�تنیدگی می�کنیم. شروع در�هم�تنیدگی مفهوم از ابتدا
دیدیم بل آزمایش از اما باشد. شده گذاشته اشتراك به تصادفی بیت�هاي درهم�تنیدگی مفهوم به تشبیه نزدیک�ترین شاید
در را درهم�تنیدگی کاربرد همچنین است. شده گذاشته اشتراك به تصادفی بیت�هاي از غنی�تر اکیدا درهم�تنیدگی که
درهم�تنیده سیستم دو از یکی اگر کوانتمی مکانیک قوانین بر�اساس دیدیم. فرابرد3 و چگال2 فوق کدگذاري پروتکل�هاي
که طور همان اما می�دهد. حالت تغییر نور) سرعت از (سریع�تر لحظه�اي و آنی بصورت دیگر سیستم کنیم، اندازه�گیري را
کلمه این پیرامون فلسفی بحث�هاي دلیل به مفهوم این براي آنتروپی کلمه از استفاده در کرد، کشف i∑را pi log

1
pi

فرمول شانون که 1زمانی
در پس چیست. آنتروپی که نمی�داند حال هر به کس ”هیچ گفت: او به و کرده ترغیب کلمه این از استفاده به را شانون نیومان فون اما بود. تردید در

داري”. برتري یک تو مناظره�اي هر
2Superdense coding
3Teleportation
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مبدع (1916− 2001) شانون کلود (چپ) کوانتمی. آنتروپی مبدع (1903− 1957) نویمان فون جان (راست) :1 شکل
کلاسیک اطلاعات نظریه

برقرار اطلاعات انتقال براي نور سرعت محدودیت همچنان و نمی�شود اطلاعات انتقال باعث حالت سقوط این شد داده نشان
پروتکل�هاي در درهم�تنیدگی بودن مفید می�شود صحبت آن به راجع کوانتمی اطلاعات نظریه در که سؤالاتی از یکی است.
نیز نفر دو میان اطلاعات انتقال در می�کرد، کمک CHSH بازي در در�هم�تنیدگی که همانطور آیا است. اطلاعات انتقال

باشد؟ مفید می�تواند
(p(y|x) شرطی توزیع یک از (متشکل کلاسیک کانال�هاي که دیدیم قبل جلسات در است. کانال مفهوم بعدي مفهوم
مثبت (ماتریسی چگالی ماتریس یک که است خطی نگاشتی کوانتمی کانال می�دهند. کوانتمی کانال�هاي به را خود جاي
می�شود). گفته نیز اثر4 حافظ و مثبت کاملا خطی نگاشت آن به (و می�برد چگالی ماتریس�هاي به را یک) اثر با معین نیمه
کلاسیک- یا cc کانال (اصطلاحا کلاسیک خروجی و کلاسیک ورودي با کانالی است ممکن گیرنده و فرستنده میان کانال
کلاسیک خروجی و کوانتمی ورودي با کانالی ،(cq کانال کوانتمی(اصطلاحا خروجی و کلاسیک ورودي با کانالی کلاسیک)،
انتقال که نوري فیبر یک باشد. (qq کانال (اصطلاحا کوانتمی خروجی و کوانتمی ورودي با کانالی یا و ،(qc کانال (اصطلاحا

باشد. qq کانال یک از مثالی می�تواند فوتون�هاست دهنده�ي
که کنید فرض هستند. نمایش قابل p(y|x) شرطی توزیع یک با که هستند کلاسیک کانال�هاي همان cc کانال�هاي
یک عنوان به می�توان را X تصادفی متغیر کوانتمی نمادگذاري در باشد، p(x) توزیع با تصادفی متغیر یک X ورودي
براي |x⟩ حالات می�کند. اخذ p(X = x) احتمال با را |x⟩ حالت که گرفت نظر در بعدي |X | هیلبرتی فضاي در هنگرد

از است عبارت مربوطه هنگرد به توجه با X تصادفی متغیر حالت بنابراین می�باشند. عمود هم بر مخلتف ∑x-هاي
x

p(x)|x⟩⟨x|.

دیگري و کانال رفتار از استفاده با یکی داد: انجام می�توان طریق دو به را کوانتمی دنیاي در X,Y مشترك حالت بیان
اتفاق p(x, y) احتمال با آن) کوانتمی شکل در |x⟩ ⊗ |y⟩ (یا (x, y) حالت که می�بینیم مستقیم بطور مستقیم. بطور

4Completely Positive Trace-Preserving Map
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بدست زیر شکل به حالت هر با متناظر چگالی ماتریس در احتمالات ضرب از مربوطه هنگرد چگالی ماتریس پس می�افتد.
می�آید:

ρXY =
∑
x

p(x, y)(|x⟩ ⊗ |y⟩)(⟨x| ⊗ ⟨y|) =
∑
x

p(x, y)|x, y⟩⟨x, y| (1)

با که بود خواهد هنگردي Y حالت بیافتد اتفاق X = x که زمانی دارد: وجود بالا عبارت نوشتن براي دیگري راه اما
چون می�باشد. ∑y p(y|x)|y⟩⟨y| آن به مربوط هنگرد چگالی ماتریس نتیجه در می�گیرد. را |y⟩ بردار p(y|x) احتمال

بنامیم. ρx را آن می�توانیم است مربوط X = x مقدار به حالت این

ρx =
∑
y

p(y|x)|y⟩⟨y|.

|x⟩⟨x|⊗ρx حالت در سیستم کل p(x) احتمال با که داریم هنگرد یک بگیریم: نظر در گونه این را مساله می�توانیم حال
احتمالات ضرب با سیستم کل براي معادل هنگرد تعریف) (بنابر پس .(ρx حالت در Y و xحالت Xدر (یعنی می�گیرد قرار

می�آید: بدست مربوطه چگالی�هاي ماتریس در

ρXY =
∑
x

p(x)
(
|x⟩⟨x| ⊗ ρx

)
.

است. ρXY از (1) قبلی عبارت مساوي عبارت این که می�بینیم جایگذاري با
است کوانتمی�اي حالت در A سیستم یک آن خروجی و Xاست مانند کلاسیکی تصادفی متغیر cq کانال یک ورودي
است معنی این به نمادگذاري این دهیم. نشان ρx با می�توانیم را وابستگی این دارد. Xبستگی تصادفی متغیر مقدار به که
متغیر یک X ورودي که صورتی در بود. خواهد ρx حالت در سیستمی کانال خروجی باشد، X = x کانال ورودي اگر که
قرار |x⟩⟨x| ⊗ ρx حالت در را سیستم کل p(x) احتمال با که داشت خواهیم هنگرد یک باشد، p(x) توزیع با تصادفی

نوشت: زیر شکل به می�توان را خروجی و ورودي مشترك حالت پس می�دهد.

ρAX =
∑
x

p(x)
(
|x⟩⟨x| ⊗ ρx

)
.

عبارت از جزئی اثر گرفتن با دیگري و مستقیم روش یکی کرد: استفاده روش دو از می�توان A سیستم حالت محاسبه براي
در احتمالات این ضرب با آن حالت پس است ρx حالت در p(x) احتمال با A سیستم که است این مستقیم روش بالا.

آید: می بدست مربوطه حالات

ρA =
∑
x

p(x)ρx.
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است: جزئی اثر گرفتن با دیگر روش اما

ρA = trX [ρAX ]

= trX

[∑
x

p(x)
(
|x⟩⟨x| ⊗ ρx

)]
=

∑
x

p(x)trX
(
|x⟩⟨x| ⊗ ρx

)
.

=
∑
x

p(x)ρx.

یک می�کنیم. مدل�سازي تصادفی متغیرهاي با را منابع معمولا کلاسیک دنیاي در است. منبع مفهوم بعدي مفهوم
مفهوم می�گیرد. را - بیت یک اصطلاحا - یک و صفر مقدار دو که باشد برنولی تصادفی متغیر یک می�تواند آن از ساده نمونه
بر�هم�نهی شامل بلکه یک، و صفر تنها نه آن ممکن حالات که می�دهد کوانتمی دنیاي در کیوبیت به را خود جاي بیت
است ممکن مثلا می�شود. داده قرار ما اختیار در که است سیستم یک کوانتمی منبع یک کلی حالت در می�باشد. نیز آنها
و تولید را {pi, |ψi⟩} محض حالات از هنگردي یعنی باشد؛ کرده تولید |ψi⟩ حالت در را سیستم pi احتمال با طبیعت
در دقیقا سیستم که باشد این تشخیص است ممکن علاقه مورد اطلاعات حال باشد. داده قرار ما اختیار در را آن از نمونه�اي
می�توانیم مناسب پایه�ي یک در اندازه�گیري با باشند، عمود هم بر |ψi⟩ بردارهاي که صورتی در دارد. قرار |ψi⟩حالت کدام
شده ذخیره اطلاعات این به دسترسی زیرا نیست ممکن تشخیص این کلی حالت در اما دهیم. تشخیص را موضوع این
کلی) حالت (در کوانتمی سیستم یک اندازه�گیري کلاسیک منابع خلاف بر می�شود. محدود کوانتمی مکانیک قوانین توسط
مجدد مطالعه امکان حالت تغییر این می�شود. آن حالت تغییر باعث علاوه به و داشته بر در احتمالی و نامعین نتیجه�اي
و کرده ذخیره را آن از نسخه چندین تا نیست برداري کپی قابل کوانتمی منبع یک علاوه به می�گیرد. ما از را اولیه سیستم
حداکثر حاوي کیوبیت هر که دید خواهیم محدودیت�ها این به توجه با دهیم. قرار مطالعه مورد را نسخه�ها جدا صورت به
ذخیره بیت بینهایت کیوبیت هر در می�توانستیم نداشت وجود اندازه�گیري در محدودیت این اگر است. اطلاعات بیت یک
بسط هرکدام که کنیم مشخص را حقیقی پارامتر دو باید آن بلوخ نمایش در کیوبیت یک حالت کردن مشخص براي کنیم.

کنیم. ذخیره کیوبیت یک حالت در را بیت بینهایت می�توانستیم نتیجه در و دارند بیتی بینهایت اعشاري
سیستمی در معمولا کلاسیک هاي حافظه دارند. متفاوتی ساختارهاي کوانتمی حافظه�هاي و کلاسیک حافظه�هاي
صفر نمایش براي ولت 0 ولتاژ از و یک نمایش براي ولت 5 ولتاژ از معمولا هستند. اتم زیادي بسیار تعدادي از متشکل
دوباره ولتاژها این منظم طور به محیطی، بدلایل آنها تغییر برابر در مقاومت و ولتاژها این حفظ جهت می�شود. استفاده
این حفظ جهت می�شوند. تشکیل فوتون یک یا اتم یک از کوانتمی حافظه�هاي واحدهاي دیگر طرف از می�شوند. تنظیم
با مقابله براي و کرد کنترل را اطرافشان محیط با آنها برهم�کنش باید محیطی بدلایل آنها تغییر برابر در حافظه واحدهاي

کرد. استفاده کدگذاري طریق از بازیابی روش�هاي از تغییر صورت در اطلاعات رفتن دست از
i.i.d. منبع یک داد. نمایش چگالی ماتریس یک یا و هنگرد یک با می�توان را کوانتمی سیستم یک حالت که دیدیم

که طوري به است X1, X2, · · · , Xn دنباله با معادل کلاسیک دنیاي در

p(x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

p(xi)
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A1, A2, · · · , An سیستم n از مجموعه�اي کوانتمی دنیاي در i.i.d. منبع یک است. یکسان توصیفp(xi)-ها آن در که
ضرب گاهی است. یکسان ρi-ها توصیف که است ρA1,A2,··· ,An = ρA1 ⊗ρA2 ⊗· · ·⊗ρAn تانسوري ضرب حالت در

می�دهند.5 نمایش ρ⊗n با خلاصه�تر صورت به یا (ρ⊗n)A1,A2,·,An با را بالا تانسوري
دنباله می�دادیم، Xnنمایش X1:nیا با را (X1, X2, · · · , Xn) تصادفی متغیرهاي دنباله که کلاسیک حالت مشابه

داد. نمایش An یا A1:n با می�توان را A1, A2, · · · , An سیستمهاي
بنویسیم. یکه متعامد پایه یک در را سیستم حالت که می�شود آشکار زمانی کلاسیک منابع و کوانتمی منابع میان ارتباط

صورت به ρ قطري نمایش که کنید فرض

ρ =

d∑
j=1

pj |vj⟩⟨vj |

ضرب عبارت دادن بسط از پس صورت این در می�دهند. تشکیل یکه متعامد پایه یک |vi⟩ بردارهاي آن در که باشد،
داشت: خواهیم تانسوري

ρ⊗n =
∑

j1,j2,··· ,jn

pj1pj2 · · · pjn |vj1 , vj2 , · · · , vjn⟩⟨vj1 , vj2 , · · · , vjn |.

{1, 2, · · · , d} به متعلق jk اندیس�هاي که طوري به j1:n = (j1, j2, · · · , jn) دلخواه دنباله�هاي روي جمع بالا در
کلاسیکی منبع یک عنوان به j1:n دنباله وقوع احتمال جز چیزي pj1pj2 · · · pjn که کنید توجه می�شود. گرفته هستند
براي یکه متعامد پایه یک {|vj1 , vj2 , · · · , vjn⟩} بردارهاي همچنین نیست. می�کند تولید pj احتمال با را j اندیس که

آمده�اند. بدست پایه بردارهاي تانسوري ضرب از زیرا می�دهند تشکیل تانسوري فضاي
مختلف مخابراتی سناریوهاي است. مخابراتی سناریوي یک تعریف معادل آن تعریف که است کد مفهوم بعدي مفهوم
است ممکن ما منبع می�کنند. تفاوت گیرنده و فرستنده میان شده گذاشته اشتراك به منابع و کانال منبع، نوع حسب بر
نقطه یک از را کیوبیت سري یک یا کلاسیک بیت�هاي رشته یک بخواهیم است ممکن یعنی باشد؛ کوانتمی یا و کلاسیک
میان است ممکن همچنین باشد. qq یا cc, cq, qc می�تواند گیرنده و فرستنده میان کانال کنیم. منتقل دیگر نقطه به
هدف که زمانی همچنین باشد. شده گذاشته) اشتراك (به تسهیم (EPR جفت (مثلا در�هم�تنیدگی گیرنده و فرستنده
رایگان صورت به بینهایت ظرفیت با کلاسیک مخابراتی کانال یک گیرنده و فرستنده میان است ممکن است کیوبیت انتقال
این در چون است نشده گذاشته اشتراك به در�هم�تنیدگی گیرنده و فرستنده میان حالت این در وضوح به باشد. شده فراهم
نرخ حداکثر به کرد. منتقل کلاسیک اطلاعات جابجایی طریق از را کیوبیت�ها می�توان فرابرد پروتکل از استفاده با صورت

می�گویند. شده6 یاري کوانتمی ظرفیت حالت این در کیوبیت�ها مطمئن ارسال
و کدگذار مفاهیم کلاسیک اطلاعات نظریه در کانال) (کدگذاري کلاسیک کانال یک روي اطلاعات انتقال مساله در
یک ورودي سمبل�هاي مجموعه به پیام�ها مجموعه از تابع یک کدگذار یک از منظور می�شوند. تعریف زیر شکل به کدگشا
همچنین است. شده تعریف x ∈ X مختلف مقادیر روي که است p احتمال وزن تابع منظور p(x) می�نویسیم که زمانی کلاسیک حالت 5در
از صحبت که زمانی کوانتمی حالت در مشابها داشت. X مجموعه یک روي (q(x) و p(x) (مثلا مختلف احتمال وزن تابع دو لحظه یک در می�توان
روي می�تواند که بود خواهد متفاوت چگالی ماتریس یک σA دارد. وجود A سیستم روي که است خاص چگالی ماتریس یک منظور می�کنیم ρA
اینکه بدون می�گیریم، را ρ مانند خاص چگالی ماتریس یک که کنید فرض حال باشد. داشته وجود زمان، از دیگري لحظه در مثلا اما سیستم، همان
(ρ⊗n)A1,A2,·,An پس است. سیستم n روي چگالی ماتریس یک ρ⊗n صورت این در است. شده تعریف سیستمی چه روي که کنیم مشخص

می�شود. تعریف A1, A2, · · · , An مشخص سیستم n ترکیب روي چگالی ماتریس این که است این بیانگر
6Assisted Quantum Capacity
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..E .کدگذار D An.کدگشا . Bk. Ân

کوانتمی منبع کدگذار یک شماتیک نمایش :2 شکل

..E .کدگذار D An.کدگشا . Bk. Ân.

Rn

.

Rn

منبع کننده محض همراه به کوانتمی منبع کدگذار یک شماتیک نمایش :3 شکل

چیزي کوانتمی کدگشاي یک و کدگذار یک ورودي. سمبل�هاي به کانال خروجی از تابع یک کدگشا از منظور و است، کانال
شد. بیان قبل جلسات در آن کلی شکل که نیستند کوانتمی فرایندهاي جز

را آن معادل بخواهیم و باشیم داشته f : {1, 2, · · · , 2k} → {1, 2, · · · , 2n} مانند کلاسیک کدگذار یک اگر
را آن براي یکه متعامد پایه یک و گرفته 2k بعد با هیلبرتی فضاي را ورودي می�توانیم بنویسیم، کوانتمی فرمول�بندي در
|1⟩, |2⟩, · · · , |2n⟩ را آن یکه متعامد پایه یک و گرفته 2n بعد با هیبلرتی فضاي را خروجی و گرفته |1⟩, |2⟩, · · · , |2k⟩

می�شوند: مربوط هم به زیر فیزیکی فرایند توسط کدگذار این خروجی و ورودي هیلبرت فضاي بگیریم. نظر در

E(|i⟩⟨i|) = |f(i)⟩⟨f(i)|, ∀i ∈ {1, 2, · · · , 2k}

نوشت: هم زیر شکل به را آن می�توان که

E(ρ) =
2k∑
i=1

MiρM
†
i , Mi = |f(i)⟩⟨i|.

که کنید دقت می�کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را فوق رابطه درستی
2k∑
i=1

M †
iMi =

2k∑
i=1

|i⟩⟨f(i)| · |f(i)⟩⟨i| =
2k∑
i=1

|i⟩⟨i| = I.

به را فضا یک پایه�هاي چون است پذیر) وارون نتیجه در (و ایزومتري یک بالا تبدیل باشند، متمایز ها f(i) که صورتی در
می�کند. متناظر دیگر فضاي یک متمایز پایه�هاي

فرایند می�توان را بالا تبدیل نتیجه در است. یکریخت کیوبیت n از متشکل هیلبرت فضاي با 2n بعد با هیلبرت فضاي
کنیم. قلمداد هم می�دهد قرار خروجی در را کیوبیت n و دریافت را کیوبیت k که فیزیکی

منبع کدگذاري 1.1
را ρ مانند دلخواهی منبع i.i.d. تکرارهاي که کنید فرض کرد. تعریف زیر شکل به می�توان را کوانتمی منبع کدگذار یک
مستقل نسخه n فشرده�سازي هدف HAاست. مانند دلخواهی هیلبرت فضاي روي چگالی ماتریس یک ρ داریم. اختیار در

6



به (یا ρA1,A2,A3,··· ,An آنها مشترك حالت که داریم A1, A2, · · · , An سیستم n که کنید فرض است. منبع این از
یک از منبع کوانتمی کد یک است شده داده نشان 2 شکل در که طور همان است. ρ⊗n با برابر (ρAn خلاصه صورت
E کوانتمی فرایند هستند. کوانتمی فرایندهاي دو هر که است شده تشکیل DBk→Ân کدگشا یک و EAn→Bk کدگذار
مشترك حالت که B1, B2, · · · , Bk کیوبیت k خروجی در و گرفته ورودي عنوان به را A1, A2, · · · , An سیستم�هاي
انتها در است. بعدي 2k فضاي یک σBk هیلبرت فضاي پس می�کند. تولید را داده�ایم نشان σBk = E(ρ⊗n) با را آنها
مشترك حالت که کنید توجه .(µÂn = D(σBk)) است منبع بازیابی هدفش که است کوانتمی فرایند یک نیز کدگشا
و شده فشرده پیام کلاسیک حالت در که طور همان نیستند تانسوري ضرب شکل به لزوما µÂn مشترك حالت و σBk

نیستند. i.i.d. لزوما شده بازیابی
عبور کدگذار از An منبع دنباله کوانتمی کدگذاري در دارد: وجود کوانتمی و کلاسیک حالات میان مهم تفاوت چند
خود براي را منبع از نسخه یک می�تواند فرستنده کلاسیک دنیاي در که حالی در نمی�ماند باقی فرستنده نزد و می�شود داده
مشترك لحظه یک در Ân و Bk ،An کوانتمی سیستم�هاي ،2 شکل شماتیک نمایش در که این دیگر نکته دارد.7 نگاه

می�شود. دیگر شدن تولید به منجر یکی شدن نابود بلکه ندارند، فیزیکی وجود زمانی
تعریف شبیه کوانتمی کد نرخ تعریف می�شود. داده نسبت کد نرخ و خطا احتمال پارامتر دو کلاسیک کد هر به
یک منبع اینکه فرض (با است زمان واحد بر کیوبیت یا و (سیستم)، نمونه بر کیوبیت آن واحد و R = k

n است: کلاسیک
کند). تولید زمان واحد در Ai سیستم

احتمال با کد یک خطاي میزان کنیم، بازیابی X̂n بصورت و ارسال را Xn منبع که زمانی کلاسیک، دنیاي در
همزمان بصورت Ân و An هاي سیستم کوانتمی دنیاي در گفتیم بالا در که همانطور اما میشود. توصیف p(Xn ̸= X̂n)

جهت اما داد، خواهیم قرار بحث مورد را کوانتمی دنیاي به کد یک خطاي مفهوم مناسب تعمیم بعد بخش در ندارند. وجود
مشترك توزیع داراي که Rn = Xn بسازد ارسال از پیش را پیامش از کپی یک فرستنده که کنید فرض سازي مقدمه

pRn,Xn(rn, xn) = pXn(xn)1[rn = xn] = pRn(rn)1[rn = xn].

کد خطاي احتمال همان Rn, X̂n و Rn, Xn میان توزیع دو 8 مجموع فاصله که میکنیم ثابت کنید فرض حال میباشد.
نیست. امکان�پذیر کوانتمی دنیاي در کار این no-cloning قضیه�ي خاطر 7به

8Total variation distance
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است:

∥pRn,Xn − pRn,X̂n∥1 =
∑
xn,rn

∣∣pRn,Xn(rn, xn)− pRn,X̂n(r
n, xn)

∣∣
=

∑
xn,rn

∣∣pRn(rn)1[rn = xn]− pRn(rn)pX̂n|Rn(x
n|rn)

∣∣
=

∑
rn

pRn(rn)
∑
xn

∣∣1[rn = xn]− pX̂n|Rn(x
n|rn)

∣∣
=

∑
rn

pRn(rn)P (X̂n ̸= Rn|Rn = rn)

= P (X̂n ̸= Rn)

= P (X̂n ̸= Xn)

نزدیک به را خود جاي کوانتمی کد یک در کد خطاي احتمال مفهوم محض�سازي: اهمیت و کد خطاي میزان مفهوم
کیوبیت�هایی از Anبخشی که فرضکنید مثلا باشد. در�هم�تنیده خارج محیط با است Anممکن منبع می�دهد. حالات بودن
آلیس اما است. شده گذاشته اشتراك به آینده در فرابرد پروتکل انجام براي EPR حالت در باب و آلیس میان که است
راه یک دهد. انجام را فرابرد پرتوکل باب با آلیس بجاي چارلی تا بفرستد چارلی براي را کیوبیت�ها این که گرفته تصمیم
زیادي تعداد صورت این در اما بفرستد، چارلی براي را آنها و گذاشته جعبه درون را کیوبیت�هایش که است این آلیس براي
انتقال می�توان کیوبیت کمتري تعداد ارسال و فشرده�سازي با آیا که است این دارد وجود که سؤالی کند. ارسال باید کیوبیت
عبارت به شود؟ حفظ بیرونی محیط با آنها در�هم�تنیدگی بازیابی و فشرده�سازي فرایند طی که طوري به داد انجام را An

باشیم: داشته باید trE(ρAnE) = (ρ⊗n)An و دارند را ρAnE مشترك حالت An با که E دلخواه سیستم هر براي ρAn,E∥∥دیگر −
(
D ⊗ IE

)
◦
(
E ⊗ IE

)
ρAn,E

∥∥
1
≤ ϵ,

خطاي روي بالایی کران ϵ اینجا در کرده�ایم. استفاده کوانتمی حالت دو میان فاصله تعیین جهت 9 اثر فاصله از آن در که
کوانتمی�اي) پروتکل (یا آزمایشی هیچ که است معنی این به شده) نوشته اثر فاصله�ي حسب بر (که ϵ کد خطاي است. کد
تغییر این معادل طور به یا بزند؛ حدس 1

2 + 1
4ϵ از بیش درستی احتمال با را بالا حالت دو میان اختلاف که ندارد وجود

دهد. تغییر ϵ از بیش را دلخواه پروتکل یک نتایج مشاهدات احتمال فشرده�سازي انجام دلیل به An حالت
بنویسیم: می�توانیم معادل طور به باشد، برقرار باید E بیرونی محیط هر براي بالا رابطه می�کنیم فرض که آنجا از

max
E:trE(ρAnE)=(ρ⊗n)An

∥∥ρAnE −
(
D ⊗ IE

)
◦
(
E ⊗ IE

)
ρAn,E

∥∥
1
≤ ϵ. (2)

E که بگیریم نظر در را خاصی حالت است کافی E دلخواه سیستم براي بالا رابطه برقراري جهت که می�کنیم ادعا
ρ⊗n از R دلخواه محض�سازي�هاي براي که است کافی (2) برقراري براي دیگر عبارت به باشد. ρ⊗n از محض�سازي یک

باشیم: ρAnR∥∥داشته −
(
D ⊗ IR

)
◦
(
E ⊗ IR

)
ρAnR

∥∥
1
≤ ϵ.

9Trace distance
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محض یک F که کنید فرض بگیرید. نظر در را trE(ρAnE) = ρ⊗n که ρAnE حالت و E دلخواه سیستم اثبات براي
داریم فرض طبق پس است. ρ⊗n از محض�سازي یک R = EF صورت این در باشد. ρAnE از سازي

∥∥ρAnEF −
(
D ⊗ IE ⊗ IF

)
◦
(
E ⊗ IE ⊗ IF

)
ρAnEF

∥∥
1
≤ ϵ.

دهیم قرار اگر
ηÂnEF =

(
D ⊗ IE ⊗ IF

)
◦
(
E ⊗ IE ⊗ IF

)
ρAnEF ,

داریم: ρAnEF∥∥آنگاه − ηÂnEF

∥∥
1
≤ ϵ.

پس می�کند. کم را چگالی ماتریس دو میان فاصله سیستم از بخشی انداختن دور که کنید توجه
∥∥ρAnE − ηÂnE

∥∥
1
≤ ϵ,

چون بودیم کردنش اثبات دنبال به که است چیزي همان که

ηÂn,E =
(
D ⊗ IE

)
◦
(
E ⊗ IE

)
ρAnE .

می�دهد. نشان کوانتمی اطلاعات نظریه در را محض�سازي اهمیت و کاربرد حدي تا مثال این
ادعا بیشتر ساده�سازي براي حال بگیریم. نظر در را محض�سازي�ها است کافی خطا احتمال اندازه�گیري براي پس

رابطه محض�سازي یک براي فقط اگر که می�کنیم
∥∥ρAnR −

(
D ⊗ IR

)
◦
(
E ⊗ IR

)
ρAnR

∥∥
1
≤ ϵ

محض�سازي�ها تمام که است این موضوع این دلیل بود. خواهد برقرار هم دیگري محض�سازي هر براي آنگاه باشد، برقرار
اگر دقیق�تر طور به نمی�دهند. تغییر را حالت دو بین اثر فاصله�ي ایزومتري�ها و می�شوند، مربوط هم به ایزومتري�ها توسط
داریم آنگاه ρAnR′ = (IAn ⊗ V )ρAnR(IAn ⊗ V †) که ایزومتري یک V و باشد ρ⊗n از دیگر محض�سازي ρAnR′

∥∥ρAnR′ −
(
D ⊗ IR′

)
◦
(
E ⊗ IR′

)
ρAnR′

∥∥
=

∥∥(IAn ⊗ V )ρAnR(IAn ⊗ V †)−
(
D ⊗ IR′

)
◦
(
E ⊗ IR′

)[
(IAn ⊗ V )ρAnR(IAn ⊗ V †)

]∥∥
=

∥∥WρAnRW
† −W

(
D ⊗ IR

)
◦
(
E ⊗ IR

)
ρAnRW

†∥∥
=

∥∥ρAnR −
(
D ⊗ IR

)
◦
(
E ⊗ IR

)
ρAnR

∥∥
≤ ϵ,

رابطه�ي از همچنین Wو = I ⊗ V داده�ایم قرار اینجا در که

NA ⊗ IB
(
(IA ⊗ TB)τAB(IA ⊗ T †

B)
)
= (IA ⊗ TB)(NA ⊗ IB(τAB))(IA ⊗ T †

B)
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کرده�ایم. استفاده�
ضرب حالت ρAn = ρ⊗n که آنجایی از بگیریم. نظر در را خاص محض�سازي یک تنها است کافی که این نتیجه
فرض یعنی کنیم. محض�سازي Ri یک با مستقل صورت به را Ai سیستم�هاي زیر از هرکدام می�توانیم دارد، تانسوري
محض�سازي یک ρA1R1 ⊗ · · · ⊗ ρAnRn = (ρ⊗n)AnRn صورت این در باشد. ρA از سازي محض یک ρAR کنید
است. معمول کوانتمی اطلاعات نظریه�ي در محض�سازي این گرفتن نظر در است. ρA1 ⊗ · · · ⊗ ρAn = (ρ⊗n)An از

می�دهد. نشان را مساله این شماتیک نمایش 3 شکل

کانال کدگذاري 2.1
و خروجی سیستم هیلبرت فضاي ورودي، سیستم هیلبرت فضاي می�شود: توصیف مشخصه سه با N کوانتمی کانال یک

صورت به E1, E2, · · · , Ek عملگرهاي با مثلا که کانال عملکرد توصیف

µ = N (σ) =
∑
i

EiσE
†
i ,

∑
i

E†
iEi = I,

می�شود. بیان
در است. کانال از استفاده با است، {1, 2, . . . , 2k} مجموعه از عضوي mکه پیام انتقال ما هدف کلاسیک حالت در
کوانتمی یا کلاسیک پیام ارسال ممکن هدف یعنی باشد. کوانتمی یا کلاسیک است ممکن کانال کدگذاري کوانتمی دنیاي
قابل انتقال ما هدف پس می�کنیم. اکتفا کانال یک روي کوانتمی اطلاعات ارسال بررسی به اینجا در باشد. کانال روي
منبع کد�گذاري مساله�ي مانند است. کانال از استفاده با بعدي) 2k هیلبرت فضاي (با M کوانتمی سیستم یک اطمینان
بین از انتقال از پس درهم�تنیدگی این باشد، در�هم�تنیده اطراف محیط با M سیستم اگر که می�کنیم فرض هم اینجا در
M از محض�سازي یک فقط است کافی منبع کدگذاري مساله�ي مانند درهم�تنیدگی�هاي این گرفتن نظر در براي نرود.10

بگیریم. نظر در را
قرار |ψ⟩MR حالت در R محض�سازي با که Mرا سیستم کانال کد است شده داده نشان 4 شکل در که طور همان
هیلبرتشان فضاي که در�هم�تنیده) (احتمالا سیستم n تا کرده استفاده EM→An کدگذار یک از سپس و دریافت گرفته،
از کوانتمی سیستم�هاي این .(σAnR = E ⊗ IR(|ψ⟩⟨ψ|MR)) کند تولید را است کانال ورودي هیلبرت فضاي همان

حالت با Bn سیستم n تا کرده عبور کانال نسخه n

µBnR = (N ⊗N ⊗ · · · ⊗ N ⊗ IR)σAnR = N⊗n ⊗ IR(σAnR)

فرایند یک کدگشا می�کند. تولید را M̂ سیستم خروجی در DBn→M̂ کدگشا یک سپس آید. بوجود کانال خروجی در
سیستم حالت با گیرنده در آمده بوجود سیستم حالت میان فاصله بنابراین است. M بازیابی هدفش که است کوانتمی

دیگر: عبارت به محض�سازي). گرفتن نظر در (با شود محاسبه باید ψ⟩⟨ψ|MR|∥∥ارسالی −
(
D ⊗ IR

)
◦
(
N⊗n ⊗ IR

)
◦
(
E ⊗ IR

)
|ψ⟩⟨ψ|MR

∥∥
1
≤ ϵ, ∀|ψ⟩MR.

اطرافش محیط با پیغام وابستگی که داریم انتظار نیز کلاسیک دنیاي در دارد. وجود نیز کلاسیک دنیاي در نوعی به فرض این که کنید 10توجه
وابستگی� این حفظ خود به خود کم خطاي با پیغام ارسال کلاسیک دنیاي در معمول طور به که است این در نکته نرود. بین از کانال از شدن رد از پس

بگیریم. نظر در خطا احتمال بررسی در را محیط و پیغام وابستگی باید کوانتمی دنیاي در ولی می�کند. تضمین را
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..E .کدگذار N⊗n .کانال D M.کدگشا . An. Bn. M̂.

R

.

R

کوانتمی کانال کدگذار یک شماتیک نمایش :4 شکل

می�توان را رابطه این لوزي»11 «نرم تعریف به توجه با باشد. برقرار ورودي حالت بردار هر براي باید بالا رابطه که کنید توجه
نوشت: زیر صورت به خلاصه طور IM∥∥به −D ◦ N⊗n ◦ E

∥∥
⋄ ≤ ϵ.

می�کنیم: تعریف زیر شکل به را R کد نرخ است، 2k Mکه هیلبرت فضاي بعد از استفاده با

R =
k

n
.

بهتر کد باشد، کمتر کد نرخ هرچه منبع کدگذاري در اما داریم. بهتري کد باشد بیشتر کد نرخ چه هر کانال کدگذاري در
است.

کلاسیک اطلاعات نظریه بر مروري 2
است. آمده درس وبگاه در که است شده گرفته نظر در جدایی نوشتار بخش این براي

کوانتمی آنتروپی 3
آنتروپی بر مبتنی کلاسیک اطلاعات تئوري که گونه همان می�کنیم. تعریف را نیومان فون کوانتمی آنتروپی بخش این در
از آن خواص و تعریف یادگیري نتیجه در و است نیومان فون آنتروپی بر مبتنی کوانتمی اطلاعات تئوري است، شانون
می�دهد. نسبت نامنفی حقیقی عدد یک دلخواه چگالی ماتریس هر به نیومان فون آنتروپی است. برخوردار بالایی اهمیت

می�شود: تعریف زیر شکل به نیومان فون آنتروپی تابع

H(ρ) = −tr(ρ log(ρ))

که کنید فرض دید. خواهیم را آن محاسبه نحوه ابتدا فرمول، این توجیه از پیش

ρ =
∑
i

λi|vi⟩⟨vi|,

است معین نیمه مثبت ρ چون که آورید بیاد باشند. ρ ویژه مقادیر ها λi و باشد یکه متعامد پایه�ي یک در ρ قطري�سازي
داریم: است یک آن اثر و

λi ≥ 0,
∑
i

λi = 1.

11Diamond distance
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کوانتمی کلاسیک خاصیت
ψ =

∑
x∈{0,1}n cx|x⟩ کیوبیت�ها از رشته�اي x ∈ {0, 1}n دنباله�ها از رشته�اي حالت بیان

بیت�ها از رشته�اي بیت�ها از رشته�اي منبع
کیوبیت�ها از رشته�اي
کوانتمی سیستم تصادفی متغیر
چگالی ماتریس توزیع تابع

(cc) کلاسیک کلاسیک-خروجی ورودي کلاسیک کلاسیک-خروجی ورودي کانال
(qc) کلاسیک کوانتمی-خروجی ورودي
(cq) کوانتمی کلاسیک-خروجی ورودي
(qq) کوانتمی کوانتمی-خروجی ورودي

کوانتمی فرایند یک تابع یک کدگذار/کدگشا
کلاسیک، بیت�هاي انتقال کلاسیک بیت�هاي انتقال مخابرات

کیوبیت�ها، انتقال
(EPR (جفت در�هم�تنیده حالت تسهیم

نیومان: فون آنتروپی شانون: آنتروپی منبع آنتروپی
.H(ρ) = −tr(ρ log(ρ)) H(X) = −

∑
x p(x) log p(x)

کلاسیک، ظرفیت کانال یک کلاسیک ظرفیت نویزي کانال ظرفیت
تنیدگی، در�هم تسهیم بدون کوانتمی ظرفیت
در�هم�تنیدگی، تسهیم با کوانتمی ظرفیت

شده یاري کوانتمی ظرفیت
رایگان) کلاسیک اطلاعات انتقال (توسط

کلاسیک و کوانتمی اطلاعات تئوري اصلی مفاهیم مقایسه :1 جدول

12



بردار با آن ویژه�هاي بردار کردیم جبرخطی بخش در که بحثی طبق و است ρ از تابعی ρ log(ρ) که کنید مشاهده حال
:λi log λi با برابرند آن ویژه�ي مقادیر و هستند یکسان ρ ویژه�هاي

ρ log(ρ) =
∑
i

λi log(λi)|vi⟩⟨vi|.

نتیجه در
H(ρ) = −tr(ρ log(ρ)) = −

∑
i

λi log(λi)

می�کنیم. قلمداد 0 برابر را 0 log 0 که کنید توجه است. ρ ویژه مقادیر دنباله�ي ،{λi} دنباله کلاسیک آنتروپی همان که
است. تعریف قابل دنباله این آنتروپی پس می�دهند. تشکیل احتمال توزیع یک ویژه مقادیر دنباله�ي که کنید توجه

این آنتروپی می�گویند. مرکب12 کاملا حالت این به باشد. بعدي d سیستم یک حالت ρ = 1
dI کنید فرض 1 مثال

است. یکنواخت توزیع با متناظر که دارد λi = 1
d ویژه مقدار dماتریس این چون log(d) با است برابر چگالی ماتریس

صفر آن ویژه�ي مقادیر بقیه�ي و دارد 1 ویژه�ي مقدار یک ρ صورت این در باشد. محض ρ = |ψ⟩⟨ψ| کنید فرض 2 مثال
داریم پس هستند.

H(|ψ⟩⟨ψ|) = 0.

کنید فرض 3 مثال
ρ =

1

2

(
1 1
1 1

)
آنتروپی نتیجه در و است) محض ρ واقعا (در هستند 1 و 0 ویژه مقادیر صورت این در باشد. بعدي 2 سیستم یک حالت

است. صفر برابر حالت این

بلوکی شکل به ρ چگالی ماتریس کنید فرض 4 مثال

ρ =

(
ρ1 0
0 0

)
اما هستند. صفر تعدادي علاوه به ρ1 ویژه مقادیر همان ρ ویژه مقادیر صورت این در باشد. ρ1 چگالی ماتریس یک براي

پس نمی�کنند. عوض را توزیع یک آنتروپی صفر ویژه مقادیر

H(ρ) = H(ρ1).

حالت آنتروپی 5 تمرین
ρ = p · |0⟩+ (1− p)

(|0⟩+ |1⟩)(⟨0|+ ⟨1|)
2

کنید. مقایسه H(p, 1− p) دو-دویی کلاسیک آنتروپی با را آن و یافته را
12Maximally mixed state

13



هم بر |ψi⟩ بردارهاي که صورتی در داریم. اختیار در ا {pi, |ψi⟩} محض حالات از هنگرد یک که کنید فرض 6 مثال
احتمالات دنباله آنتروپی با بود خواهد برابر آن آنتروپی و بود خواهد کلاسیک منبع یک همانند کوانتمی منبع باشند، عمود

صورت این در زیرا .{pi}
ρ =

∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|,

هستند. ρ ویژه بردارهاي ⟨ψi|-ها و ویژه مقادیر pi-ها که می�دهد نتیجه که
نباشند. عمود هم بر |ψi⟩ حالات که بود خواهد زمانی تر جالب حالت

نیومان فون آنتروپی توجیه 1.3
بر روش یک دارد. وجود متفاوت روش دو آنتروپی تعریف در اصولا می�پردازیم. نیومان فون آنتروپی تعریف توجیه به حال
سپس نمی�دانیم. را کوانتمی آنتروپی تابع به مربوط فرمول که می�کنیم فرض ما روش این در است. موضوع اصل اساس
شده داده تابع که می�دهیم نشان و می�نویسیم موضوع اصل عنوان به کوانتمی آنتروپی تابع یک خواص از را خود انتظارات
بر را آن که است آنتروپی به 13 عملیاتی بخشی معنی دیگر روش می�کند. صدق شده داده خواص در که است تابعی تنها
عملیاتی تعریفی کانال یک کلاسیک ظرفیت مثلا می�کند. تعریف می�پردازد آن اندازه�گیري به که واقعی فرایند یک حسب
واقعی پروتکل یک حسب بر تعریف این داد. عبور کانال یک از می�توان اطمینان قابل صورت به که نرخی ماکزیمم دارد:
نیست. مشخص آن مفهوم و معنی که ریاضی فرمول یک حسب بر نه و است، شده تعریف است ملموس نتایج داراي که

فون آنتروپی عملیاتی معانی به را خود توجه سپس و می�کنیم استفاده موضوعی اصل روش از ابتدا بخش این در ما
می�کنیم. جلب نیومان

کوانتمی آنتروپی تابع خواصیک از را خود انتظارات نمی�دانیم. را کوانتمی آنتروپی تابع به مربوط فرمول که فرضکنید�
می�نویسیم: موضوع اصل عنوان به را

بشود. شانون آنتروپی همان کوانتمی آنتروپی تابع باشد، کلاسیک حالتی ρ اگر سازگاري: خاصیت •

به یا ندهد. تغییر را کوانتمی آنتروپی تابع (وارون�پذیر) برگشت�پذیر فیزیکی فرایند هر اعمال پایایی: خاصیت •

دیگر عبارت
H(ρ) = H(Φ(ρ))

فرایندي Φ برگشت�پذیر فرایند یک از منظور .ρ دلخواه حالت هر و Φ(·) برگشت�پذیر کوانتمی فرایند هر براي
ρ دلخواه حالت هر براي که طوري به باشد داشته وجود Φ−1 بنام دیگري فرایند آن ازاي در که است

Φ−1(Φ(ρ)) = ρ.

هستند. وارون�پذیر توابع معادل کلاسیک دنیاي در وارون�پذیر فرایندهاي

و بوده بازیابی قابل برگشت�پذیر فرایند�هاي تحت سیستم یک در شده ذخیره اطلاعات که نظر این از پایایی خاصیت نکته:
.H(X) = H(f(X)) داریم f پذیر وارون تابع هر براي هم کلاسیک حالت در است. منطقی نمی�کند تغییر

13Operational meaning
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خواص دیگر عبارت به یا می�باشد. نویمان فون آنتروپی تابع است، پایایی و سازگاري خواص داراي که تابعی تنها 7 قضیه
می�کنند. مشخص یکتا بصورت را نیومان فون آنتروپی تابع پایایی و سازگاري

فرض است. بالا خواص داراي نویمان فون آنتروپی که می�دهیم نشان ابتدا است. شده تشکیل قسمت دو از اثبات اثبات:
احتمال با سیستم که کنید فرض همچنین باشد. کلاسیک حالات از یکه متعامد پایه یک |0⟩, |1⟩, · · · , |d−1⟩ که کنید

با بود خواهد برابر سیستم چگالی ماتریس صورت این در است. |i⟩ وضعیت در pi

ρ =

d−1∑
i=0

pi|i⟩⟨i|.

آنتروپی داشتیم قبلا که بحثی طبق پس است. pi احتمالات دنباله همان چگالی ماتریس این ویژه�ي مقادیر وضوح به
همان حالت این در نیومان فون آنتروپی پس است. احتمالات آنتروپی یا ویژه، مقادیر دنباله آنتروپی همان آن نیومان فون

می�شود. شانون آنتروپی
فرض پس داد. نشان ایزومتري یک با می�توان را برگشت�پذیر فیزیکی فرایندهاي که کنید توجه دوم رابطه اثبات جهت

کنید
Φ(ρ) = V ρV †.

که طوري به
V †V = I.

(یعنی صفر ویژه مقدار تعدادي احتمالا استثناي به هستند، یکسان BA و AB ویژه مقادیر که می�دانیم جبرخطی از
ماتریس و V ρV † ماتریس ویژه مقادیر پس است). یکسان ماتریس دو این در آنها تکررهاي همراه به ناصفر ویژه مقادیر
آنتروپی ویژه مقادیر مجموعه به صفر تعدادي کردن زیاد اما صفر. تعدادي احتمالا استثناي به هستند، یکسان ρV †V = ρ

است. برقرار نیومان فون آنتروپی براي پایایی خاصیت پس نمی�دهد. تغییر را ویژه مقادیر دنباله
آنتروپی همان تابع این که می�کنیم ثابت باشد. پایایی و سازگاري خواص داراي دلخواهی تابع که کنید فرض برعکس
صورت به یکه متعامد پایه�ي یک در ρ قطري�سازي که کنید فرض بگیرید. نظر در را ρ دلخواه حالت است. نیومان فون

ρ =
∑
i

λi|vi⟩⟨vi|

بگیرید: نظر در را زیر خطی تبدیل هستند. ρ ویژه�ي مقادیر λi-ها آن در که باشد

U |vi⟩ = |i⟩, i = 0, 1, 2, · · · d− 1.

تحول یک با معادل و است یکانی تبدیلی پس می�برد، یکه متعامد پایه یک به را یکه متعامد پایه یک تبدیل این که آنجا از
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می�کند: تغییر زیر صورت به آن حالت دهیم قرار زمانی تحول این تحت را سیستم اگر برگشت�پذیر. زمانی

ρ→ UρU † = U
(∑

i

λi|vi⟩⟨vi|
)
U †

=
∑
i

λiU |vi⟩⟨vi|U †

=
∑
i

λi|i⟩⟨i|

که {λi} دنباله آنتروپی با است برابر آن آنتروپی سازگاري خاصیت طبق است. کلاسیک حالت یک چگالی ماتریس که
پس هستند. UρU † ویژه مقادیر همان

H(UρU †) = −
∑
i

λi log(λi).

داریم: پایایی خاصیت طبق اما
H(ρ) = H(UρU †).

پس
H(ρ) = −

∑
i

λi log(λi) = −tr(ρ log(ρ)).

2

در را هنگرد یک از زیادي مستقل نسخه�هاي اگر می�دهیم. توضیح خلاصه طور به را آنتروپی عملیاتی معانی حال
آنتروپی که طور (همان می�باشد هنگرد کردن فشرده غیرقابل اطلاعات میزان برابر نیومان فون آنتروپی باشیم، داشته اختیار
آنتروپی دیگر عبارت به است). کلاسیک منبع یک کردن فشرده قابل غیر اطلاعات میزان برابر شانون اول قضیه طبق شانون
طوري به کرد ذخیره آنها در می�توان را هنگرد نمونه�هاي که است کیوبیت�هایی تعداد حداقل برابر منبع یک نیومان فون

باشد. داشته وجود آنها اطمینان قابل بازیابی براي روشی که
برابر همچنین نیومان فون آنتروپی که دید خواهیم دارد. وجود نیز نیومان فون آنتروپی از دیگري عملیاتی تفسیر اما
هست. نیز آورد بدست هنگرد نمونه�هاي از ممکن اندازه�گیري بهترین توسط می�توان که کلاسیکی اطلاعات نرخ ماکزیمم
در سیستم دو اگر مثلا ندارند. کلاسیک معادل که دارد مفاهیمی با ارتباط در زیادي کاربردهاي نیومان فون آنتروپی
بسیاري کرد. استفاده در�هم�تنیدگی میزان یافتن براي می�توان نیومان فون آنتروپی از باشند، گرفته قرار محض حالت یک
اطلاعات تئوري در که هستند ابزارهایی تعمیم می�گیرند قرار استفاده مورد نیومان فون آنتروپی مطالعه در که ابزارهایی از
نوعی دنباله�هاي مفهوم با تنگاتنگی ارتباط شانون آنتروپی که طور همان که دید خواهیم می�بریم. بهره آنها از کلاسیک

دارد. نوعی «زیرفضاهاي» با تنگاتنگی ارتباط نیز نیومان فون آنتروپی دارد،

نیومان فون آنتروپی خواص 4
مواردي در هستند. کلاسیک آنتروپی خواص شبیه خواص این اکثر می�کنیم. ذکر را آنتروپی مهم خواص برخی اینجا در
می�شود. موکول بعد جلسات به خواص این اکثر اثبات اما است، آمده آن اثبات خاصیت بیان از پس است، کوتاه اثبات که
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که است این موضوع این دلیل .H(ρ) = 0 است: صفر ρ = |ψ⟩⟨ψ| محض حالت هر آنتروپی محض: حالت •

هستند. صفر آن ویژه مقادیر بقیه و است 1 ویژه مقدار یک داراي ماتریس

نمی�شود. عوض آن آنتروپی کنیم اعمال سیستم روي یکانی عملگر یک که صورتی در پایایی: •

H(UρU †) = H(ρ).

نمی�دهد. تغییر را ماتریس یک ویژه مقادیر یکانی پایه تغییر یک که کنید توجه اثبات �جهت

در آن آنتروپی آنگاه rankρ = D اگر عبارتی به یا باشد، ناصفر ویژه مقدار D داراي ρ اگر ماکزیمم: مقدار •

می�کند: صدق زیر نامساوي
H(ρ) ≤ logD.

شانون آنتروپی همان ρ آنتروپی باشند. برابر هم با ناصفر ویژه مقادیر تمامی که می�شود برقرار وقتی تنها تساوي
بیشینه را شانون آنتروپی یکنواخت توزیع که است موضوع این از نتیجه�اي خاصیت این و است ویژه مقادیر دنباله�ي

است. منبع الفباي تعداد لگاریتم بیشینه مقدار این و می�کند

احتمالات و ρ1, ρ2, · · · , ρk حالات از مجموعه هر براي یعنی است. محدب مان نیو فون آنتروپی تحدب: •

داریم: (∑i pi = 1 که طوري (به p1, p2, · · · , pk

H
(∑

i

piρi
)
≥

∑
i

piH(ρi).

بالا نامساوي چپ و راست سمت اختلاف آنگاه باشند14 عمود هم بر دو به دو ρi چگالی ماتریس�هاي اگر علاوه به
نوشت: {pi} احتمالات دنباله کلاسیک آنتروپی شکل به می�توان را

H
(∑

i

piρi
)
=

∑
i

piH(ρi) +H({pi}). (3)

بودن محدب که آورید بیاد است. شانون آنتروپی بودن محدب شبیه کوانتمی آنتروپی بودن محدب ملاحظات:
عبارت زیرا است نامنفی کلاسیک متغیر دو مشترك اطلاعات که می�داد نتیجه شانون آنتروپی

I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(X)−
∑
y

p(y)H(X|Y = y)

پشتیبان فضاي باشند عمود هم بر ρi چگالی هاي ماتریس اگر .i ̸= j هر براي ρiρj = 0 اگر عمودند هم بر ρi چگالی هاي 14ماتریس
یکسان عملگر یک عنوان به آن برد با چگالی ماتریس یک پشتیبان فضاي داد. خواهند تشکیل هم بر عمود برداري زیرفضاي دو آنها (Support)

است:
Supp(ρ) = {ρ|v⟩ : |v⟩ ∈ Hd}.
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گونه�اي به وزن�ها این و می�باشد، p(x|y) نقاط در آن وزن�دار میانگین و p(x) نقطه در آنتروپی میان اختلاف
نتیجه کوانتمی آنتروپی بودن محدب مشابها است. p(x) نقطه همان ∑

y p(y)p(x|y) ثقل مرکز که هستند
است.15 نامنفی کوانتمی سیستم یک و کلاسیک) (سیستم تصادفی متغیر یک میان مشترك اطلاعات که می�دهد

است: کلاسیک آنتروپی براي زیر تساوي تعمیم (3) تساوي

H({p1, p2, · · · , pm−1, pm, pm+1, · · · , pr}) =

H({p1 + · · ·+ pm, pm+1 + · · ·+ pr})

+ (p1 + · · ·+ pm)H(
p1

p1 + · · ·+ pm
,

p2
p1 + · · ·+ pm

, · · · , pm
p1 + · · ·+ pm

)

+ (pm+1 + · · ·+ pr)H(
pm+1

pm+1 + · · ·+ pr
,

pm+2

pm+1 + · · ·+ pr
, · · · , pr

pm+1 + · · ·+ pr
).

حاصل آنتروپی کنیم، اندازه�گیري یکه متعامد پایه یک در را ρ دلخواه حالت که صورتی در اندازه�گیري: آنتروپی •

است: ρ نیومان فون آنتروپی مساوي یا بزرگتر همواره (Y کلاسیک تصادفی (متغیر اندازه�گیري

H(Y ) ≥ H(ρ).

باشد. قطري شده انتخاب پایه در ρ اگر فقط و اگر است برقرار تساوي علاوه به

اندازه�گیري حاصل کنیم، اندازه�گیري نامناسبی پایه در را ρ اگر که است معنی این به بالا رابطه�ي ملاحظات:
است. بیشتر آن ابهام نتیجه در و بود خواهد «نویزي�تر»

پایه در را کیوبیت این اگر صورت این در باشیم. کرده آماده |0⟩ حالت در را کیوبیت یک که کنید فرض 8 مثال

|v0⟩ = sin(θ)|0⟩+ cos(θ)|1⟩, |v1⟩ = − cos(θ)|0⟩+ sin(θ)|1⟩

نتیجه در بود. خواهد 1 برابر cos2(θ) احتمال با و 0 برابر sin2(θ) احتمال با اندازه�گیري حاصل کنیم اندازه�گیري
می�رسد. θ = 0 در خود حداقل به که بود خواهد H({sin2(θ), cos2(θ)}) برابر اندازه�گیري حاصل آنتروپی

در را دلخواهی اندازه�گیري یکه، متعامد پایه�ي یک در اندازه�گیري بجاي اگر که دهید نشان مثال یک با 9 تمرین
نیست. برقرار اندازه�گیري» «آنتروپی خاصیت آنگاه بگیریم نظر

حاصل چگالی ماتریس آنتروپی آنگاه کنیم، تولید {pi, |ψi⟩} محض حالات از هنگرد یک اگر تولید: آنتروپی •

دیگر عبارت به بود. خواهد هنگرد تولید در شده استفاده احتمالات دنباله آنتروپی برابر حداکثر

H
(∑

i

pi|ψi⟩⟨ψi|
)
≤ H({pi}).

شد. خواهد تعریف ادامه در کوانتمی حالت در مشترك 15اطلاعات
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باشند. عمود هم بر دو به دو |ψi⟩ بردارهاي که افتاد خواهد اتفاق زمانی فقط تساوي

از هنگردي یعنی باشد؛ کرده تولید |ψi⟩ حالت در را سیستم pi احتمال با طبیعت که کنید فرض ملاحظات:
|ψi⟩ بردارهاي که صورتی در باشد. داده قرار ما اختیار در را آن از اي نمونه و تولید را {pi, |ψi⟩} محض حالات
خواهیم دست از را میباشد حالت کدام در را هنگرد اینکه به مربوط اطلاعات بازیابی قابلیت نباشند، عمود هم بر
ما به بیت H(ρ) حداکثر سیستم روي گیري اندازه هر که میبینیم قبل خاصیت و خاصیت این ادغام با زیرا داد.
اطلاعات کسبH({pi})بیت به نیز بود ممکن کامل بازیابی اگر است. H({pi})کمتر آنتروپی از که داد خواهد

داشتیم.

بگیریم، نظر در را دلخواهی هنگرد محض حالات از هنگرد یک بجاي اگر که دهید نشان مثال یک با 10 تمرین
نیست. برقرار تولید�» «آنتروپی خاصیت آنگاه

آنتروپیک عبارات 1.4
همچنین می�دهند. نشان H(A) یا و H(ρA) نمادهاي با را آن آنتروپی باشد، ρA حالت در A سیستم که صورتی در
حالت کردن مشخص و تاکید جهت گاهی می�شود؛ استفاده H(AB) از H(ρAB) بجاي AB ترکیبی سیستم مورد در

با متقابل اطلاعات کلاسیک دنیاي همانند کوانتمی دنیاي در می�شود. استفاده نیز H(AB)ρ نمادگذاري از سیستم

I(A;B) = H(ρA) +H(ρB)−H(ρAB)

آن در که می�شود تعریف
ρA = trB(ρAB), ρB = trA(ρAB)

بسط از استفاده با مشابه صورت به H(A|B) یا I(A;B|C) مانند دیگري عبارات می�گیرد. را حاشیه�اي توزیع�هاي جاي
بنابراین می�شوند. تعریف آنها آنتروپیک فرمول�هاي

H(A|B) = H(AB)−H(B),

و
I(A;B|C) = H(A|C) +H(B|C)−H(AB|C).

رابطه 11 نکته
H(X|Y ) =

∑
y

p(y)H(X|Y = y)

B = b عبارت نوشتن اصولا زیرا نیست. برقرار H(A|B) کوانتمی سیستم�هاي مورد در داشتیم کلاسیک حالت در که
آن حالت علاوه به و ندارد خاصی مقدار نکرده�ایم، مشاهده را سیستم تا زیرا است. بی�معنی B کوانتمی سیستم مورد در
H(A,B)−H(B) همان H(A|B)داریم تعریف براي که اصلی رابطه بنابراین می�کند. تغییر اندازه�گیري انجام از پس

است.

19



کوانتمی آنتروپی تفاضلی کلاسیک آنتروپی گسسته کلاسیک آنتروپی مفهوم
نامنفی همواره منفی یا مثبت نامنفی همواره H(A) آنتروپی
منفی یا مثبت منفی یا مثبت نامنفی همواره H(A|B) شرطی آنتروپی
نامنفی همواره نامنفی همواره نامنفی همواره I(A;B) متقابل اطلاعات
نامنفی همواره نامنفی همواره نامنفی همواره I(A;B|C) شرطی متقابل اطلاعات

کوانتمی و کلاسیک آنتروپی�هاي مقایسه :2 جدول

است: برقرار فوق رابطه�ي Y کلاسیک سیستم یک و A کوانتمی سیستم یک براي حال این با

H(A|Y ) = H(A, Y )−H(Y ) =
∑
y

p(Y = y)H(A|Y = y) =
∑
y

p(Y = y)H(ρAy ), (4)

بود: خواهد زیر صورت به AY مشترك حالت صورت این در است. Y = y شرط به A حالت ρAy از منظور که

ρAY =
∑
y

p(y)|y⟩⟨y| ⊗ ρAy .

کنید. ثابت را (4) تساوي 12 تمرین

از لحظه یک در سیستم دو آن که می�شود تعریف وقتی تنها I(A;B) کوانتمی سیستم دو بین متقابل اطلاعات 13 نکته
تبدیل B به و داده حالت �تغییر زمانی تحول یک از پس و باشد سیستمی A اگر مثلا براي باشند. داشته وجود هم با زمان
را A اندازه�گیري از حاصل تصادفی متغیر اگر همچنین کرد. I(A;B) متقابل اطلاعات از صحبت نمی�توان وقت آن شود،

کرد. H(A|X) یا I(A;X) مانند عباراتی از صحبت نمی�توان بنامیم، X
آنگاه باشد، X از تابعی Y = f(X) و بوده تصادفی متغیر یک X اگر مثلا کلاسیک دنیاي در که کنید توجه
از قبل انگاري دارد. مشخص مقداري همچنان f تابع اعمال از بعد حتی X که دلیل این به است معنی�دار I(X;Y )

لذا و دارند وجود هم�زمان لحظه یک در Y و X ′ صورت این در .X ′ نام با می�شود برداشته X از «کپی» یک تابع اعمال
امکان�پذیر کوانتمی دنیاي در کار این برداري16 کپی عدم قضیه�ي دلیل به .I(X;Y ) = I(X ′;Y ) دهیم قرار می�توانیم

نیست.

تحول این تحت H(AB) آنگاه بگیرند، قرار زمانی) (تحول یکانی تبدیل یک تحت AB ترکیبی سیستم اگر 14 نکته
کنند. تغییر است H(B)ممکن H(A)و آنتروپی�هاي اما ،(H(ρAB) = H(UABρABU

†
AB)) نمی�کند تغییري زمانی

کنند. تغییر زمانی تحول این تحت H(A|B) و I(A;B) است ممکن کلی حالت در نتیجه در

آنتروپیک نامساوي�هاي 2.4
اطلاعات که آنجایی از هستند. برقرار متقابل اطلاعات و آنتروپی مورد در که هستند نامساوي�هایی آنتروپیک، �نامساوي�هاي
دنیاي در نوشت. آنتروپی حسب بر می�توان را نامساوي�ها این تمامی کرد، بیان آنتروپی حسب بر می�توان را متقابل

16No-cloning
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تقسیم شانون غیر نوع از نامساوي�هاي و شانون17 نوع از نامساوي�هاي دسته دو به آنتروپیک نامساوي�هاي کلاسیک
می�کنند. تضمین را متقابل اطلاعات و آنتروپی بودن نامنفی که هستند نامساوي�هایی شانون نوع از نامساوي�هاي می�شوند.

از عبارتند کلاسیک) دنیاي (در نامساوي�ها این

H(X) ≥ 0, H(X|Y ) ≥ 0, I(X;Y ) ≥ 0, I(X;Y |Z) ≥ 0.

تنها کلاسیک حالت در که �می�کنند بیان واقع در فوق نامساوي�هاي کنید. توجه 6 و 5 هاي شکل ون نمودارهاي به
وسط ناحیه

I(X;Y ;Z) := I(X;Y )− I(X;Y |Z) = I(X;Z)− I(X;Z|Y ) = I(Y ;Z)− I(Y ;Z|X)

(آنتروپی�هاي کناري نواحی از برخی کوانتمی حالت در اما بودند. نامنفی همواره دیگر نواحی تمامی و باشد منفی می�تواند
نیومان فون آنتروپی نظر این از هستند. نامنفی همچنان متقابل اطلاعات تمامی حال این با باشند. منفی می�توانند شرطی)
باید اما می�شود. مثبت همواره متقابل اطلاعات اما باشد مثبت یا منفی می�تواند که است پیوسته تفاضلی آنتروپی شبیه
میان موجود روابط 2 جدول ندارد. وجود دو این میان خاصی مفهومی ارتباط و نیست دقیق اصلا تشابه این که کرد توجه

می�کند. خلاصه را آنتروپی مفاهیم این
بگیرید: نظر در را EPR جفت یک باشد؟ منفی می�تواند کوانتمی شرطی آنتروپی چرا اما

|ψ⟩AB =
1√
2

(
|00⟩+ |11⟩

)
.

است. صفر آن آنتروپی است محض حالت یک ρAB که آنجایی از .ρA = ρB = 1
2I داریم

H(AB) = 0.

دیگر طرف از
H(A) = H(B) = H({1/2, 1/2}) = 1.

پس
H(AB) < H(B) ⇒ H(A|B) < 0.

داریم: را زیر لم کلی�تر حالت در باشد. کمتر می�تواند آن اجزاي آنتروپی از سیستم یک کل آنتروپی یعنی

یعنی باشند، درهم�تنیده محض حالت در AB ترکیبی سیستم اگر 15 لم

ρAB = |φ⟩⟨φ|AB,

صورت این در نیست، بردار دو تانسوري ضرب شکل به |φ⟩ که طوري به

H(AB) = 0, و H(A) = H(B) > 0

17Shannon type
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می�دهد نتیجه که

H(A|B) = H(B|A) < 0, و I(A;B) = 2H(A) = 2H(B).

صورت به را |φ⟩AB اشمیت تجزیه اثبات:

|φ⟩AB =

l∑
j=1

µj |uj⟩A|zj⟩B

µj > 0, j = و� هستند یکه متعامد {|zj⟩ : j = 1, . . . , l} و {|uj⟩ : j = 1, . . . , l} آن در که بگیرید نظر در
داریم . 1, . . . , l

ρA = trB (|φ⟩⟨φ|AB)

= trB

 l∑
i,j=1

µiµj (|ui⟩A|zi⟩B) (⟨uj |A⟨zj |B)


=

l∑
i,j=1

µiµj |ui⟩⟨uj |Aδij

=
l∑

i=1

µ2i |ui⟩⟨ui|A

{µ2i } با برابر هم ρB ویژه مقادیر که داد نشان می�توان مشابه طور به هستند. {µ2i } با برابر ρA ویژه مقادیر بنابراین
داریم. بیشتر یا جمله دو حداقل اشمیت تجزیه در بود، در�هم�تنیده ما حالت چون اما .H(A) = H(B) پس هستند.

2 .H(A) = H(B) > 0 پس

در ABR صورت این در باشد. AB از سازي محض یک R و داریم، A,B دلخواه سیستم دو که کنید فرض 16 مثال
برقرارند. زیر تساوي�هاي و دارد قرار محض حالتی

H(ABR) = 0, H(R) = H(AB), H(RA) = H(B), H(RB) = H(A)

ون نمودار در آنتروپیک هاي نامساوي 3.4
شده داده نامساوي هر زیرا باشد، مفید میتواند آنتروپیک هاي نامساوي تحقیق و فهم نوشتن، در ون نمودار از استفاده
شکل این مختلف هاي بخش روي که هایی نامساوي از استفاده با و نوشت ون نمودار مختلف اجزاي حسب بر میتوان را
کلاسیک حالت در است. آمده متغیر دو براي ون نمودار 5 شکل در پرداخت. نظر مورد نامساوي درستی تحقیق به داریم
a+ b

2 ≥ 0 به را خود جاي a ≥ 0 نامساوي کوانتمی حالت در اما هستند، نامنفی شده داده نشان که قسمتی سه تمامی
منطقی نتیجه به بزنیم جمع را نامساوي دو این اگر می�دهد. c+ b

2 ≥ 0 به را خود جاي c ≥ 0 مشابه طور به می�دهد.
کران بالا H(X)از با می�توان را I(X;Y کلاسیک( حالت در است. نامنفی کل آنتروپی چون می�رسیم a+ b+ c ≥ 0

کوانتمی دنیاي در که است این موضوع این دلیل زد. کران بالا از 2H(A) با می�توان را I(A;B) کوانتمی حالت در اما زد،
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..

a = H(A|B)

.

A

.

B

.

c = H(B|A)

.

b = I(A;B)

حالت در اما هستند، نامنفی شده داده نشان که قسمتی سه تمامی کلاسیک حالت در کوانتمی. متغیر دو براي ون نمودار :5 شکل
می�دهد. c+ b

2 ≥ 0 به را خود جاي c ≥ 0 مشابه طور به می�دهد. a+ b
2 ≥ 0 به را خود جاي a ≥ 0 نامساوي کوانتمی

باشد. می�تواند سیستم خود آنتروپی منهاي اندازه به حداکثر شدن منفی میزان این اما شود، منفی می�تواند شرطی آنتروپی
است. برقرار که می�باشد b ≤ 2(a+ b) نامساوي با معادل I(A;B) ≤ 2H(A) نامساوي

کرده�ایم. خلاصه متغیر سه براي را آنتروپی به مربوط خواص 6 شکل زیرنویس در

شکل ون نمودار براي را نامساوي این است. آمده a+ b
2 ≥ 0 نامساوي و متغیر دو براي ون نمودار 5 شکل در 17 تمرین

نمی�دهد. بدست آمده شکل آن زیرنویس در چه آن جز به جدیدي شرط که کنید تحقیق و نوشته A,C متغیر دو براي 6

آنتروپیک هاي نامساوي از تر مشروح بیانی 4.4
هستند: زیر شرح به کردیم اشاره آنها به خلاصه بصورت بالا در که آنتروپی خواص از برخی

داریم: باشد، ρAB حالت در AB ترکیبی سیستم اگر پذیري:18 زیرجمع •

I(A;B) = H(A) +H(B)−H(AB) ≥ 0,

.ρAB = ρA ⊗ ρB که بود خواهد برقرار زمانی تساوي
که همان�طور نیست. بیشتر آن اجزاي ابهام جمع از سیستم یک کل ابهام که می�دارد بیان رابطه این ملاحظات:

است. برقرار نیز کلاسیک دنیاي در رابطه این می�دانیم

در ،E آن، از خارج محیط و A سیستم یک که کنید فرض ترمودینامیک) دوم قانون از (شکلی 18 مثال
بر�هم�کنش یک سیستم و محیط میان اگر حال .ρAE = ρA ⊗ ρE یعنی باشند، گرفته قرار هم از مستقل حالتی

می�کند: تغییر σAE به سیستم حالت بگیرد صورت

σAE = UρAEU
†.

18Subadditivity
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..

A

.

a = H(A|BC)

.

b = I(A;C|B)

.

c = I(A;B|C)

.
d = I(A;B;C)

.

I(B;C|A)

.

H(B|AC)

.

B

.

C

.

H(C|AB)

هم با کوانتمی و کلاسیک حالت در کناري بخش�هاي بودن منفی و مثبت کوانتمی. متغیرهاي براي ون نمودار :6 شکل
ناحیه کوانتمی حالت در شود. منفی می�تواند که است I(A;B;C) وسط ناحیه تنها کلاسیک حالت در می�کنند. تفاوت
اطلاعات تمامی اما شوند منفی می�توانند I(A;B;C),H(A|BC),H(B|AC),H(C|AB) کناري نواحی و وسط
به را خود جاي کلاسیک حالت از a ≥ 0 شرط کناري نواحی مورد در هستند. نامنفی غیرشرطی) یا (شرطی متقابل
که a+ b+c+d

2 ≥ 0 همچنین است. برقرار نیز دیگر گوشه�اي ناحیه�هاي مورد در رابطه همین می�دهد. a+ b+c
2 ≥ 0

دیگر سیستم یک عنوان به را (B,C) و سیستم یک عنوان به را A اگر میشود، نتیجه سیستم دو به مربوط نامساوي از
کوانتمی به کلاسیک حالت از تغییرات تنها این است. برقرار نیز دیگر گوشه�اي ناحیه�هاي مورد در رابطه همین بگیریم.

است.
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داریم: حال

H(A)ρ +H(E)ρ = H(AE)ρ = H(AE)σ ≤ H(A)σ +H(E)σ.

است. شده زیاد زمانی تحول اثر در محیط آنتروپی و سیستم آنتروپی جمع یعنی

داریم AB ترکیبی سیستم هر براي آراکی-لیب19): (نامساوي مثلث نامساوي •

H(AB) ≥
∣∣H(A)−H(B)

∣∣.
نامساوي دو شکل به می�توان را نامساوي این ملاحظات:

H(AB) +H(B) ≥ H(A), و H(AB) +H(A) ≥ H(B),

جمله به نیازي (یعنی است H(XYبرقرار ) ≥ H(X) قوي�تر نامساوي کلاسیک دنیاي در که کنید توجه نوشت.
نداریم). H(Y ) اضافی

داریم: ABC ترکیبی سیستم هر براي یعنی است، نامنفی کوانتمی شرطی آنتروپی قوي:20 پذیري زیرجمع •

I(A;B|C) ≥ 0.

داریم: معادل طور به آنتروپی حسب بر متقابل اطلاعات بسط با

H(AC) +H(BC) ≥ H(ABC) +H(C).

C و است، BC و AC اجتماع ABC که کنید توجه نکته این به بالا رابطه�ي سپردن بخاطر براي ملاحظات:
اشتراك آنتروپی علاوه به اجتماع آنتروپی مساوي بیشتر سیستم دو آنتروپی که می�گوید بالا رابطه آنها. اشتراك
حالت خلاف بر می�شود. منجر زیرجمع�پذیري به قوي زیرجمع�پذیري بگیریم، نظر در بعدي یک را C اگر آنهاست.

نیست. آسان کوانتمی متغیرهاي براي نامساوي این اثبات کلاسیک،

قوي پذیري زیرجمع کاربردهاي 5.4
می�کنیم: اشاره آنها از برخی به زیر در که دارد جالبی و نابدیهی نتایج قوي پذیري زیرجمع

داریم A,B,C دلخواه سیستم سه هر براي می�شود: آنتروپی کاهش باعث کردن مشروط •

H(A|B) ≥ H(A|BC). (5)

است. قوي پذیري جمع زیر معادل نامساوي این
19Araki-Lieb inequality
20Strong subadditivity
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داریم A,B,C دلخواه سیستم سه هر براي نمی�شود: متقابل افزایشاطلاعات باعث سیستم�ها ریختن دور •

I(A;BC) ≥ I(A;B).

است. قوي پذیري جمع زیر معادل نامساوي این

یک B زیر�سیستم روي و باشیم داشته ρAB حالت در AB ترکیبی سیستم یک اگر داده:21 پردازش قضیه •

آنگاه آید، بدست σAB′ = IA⊗ΦB→B′(ρAB)حالت در AB′ ترکیبی سیستم تا کنیم اعمال کوانتمی فرایند

I(A;B)ρ ≥ I(A;B′)σ.

بعد و VB→B′E ایزومتري اعمال با است معادل B سیستم روي دلخواه کوانتمی فرایند هر که کنید توجه اثبات:
:E سیستم زیر انداختن دور

σAB′ = trE(σAB′E), σAB′E = (IA ⊗ V )ρAB(IA ⊗ V †).

داریم: σA = ρA و نمی�دهند تغییر را آنتروپی ایزومتري�ها که این به توجه با حال

H(AB′E)σ = H(AB)ρ, H(B′E)σ = H(B)ρ, H(A)σ = H(A)ρ

نتیجه در و
I(A;B′E)σ = I(A;B)ρ.

داریم نمی�شود قبل) (نامساوي متقابل اطلاعات افزایش باعث زیرسیستم�ها ریختن دور که آنجا از حال

I(A;B′)σ ≤ I(A;B′E)σ = I(A;B)ρ.

داریم A,B,C دلخواه سیستم سه هر براي قوي: پذیري زیرجمع از معادل شکلی •

H(A) +H(B) ≤ H(CA) +H(CB)

یا
H(C|A) +H(C|B) ≥ 0.

است. نامنفی همواره آنها جمع اما شوند، منفی تنهایی به است ممکن H(C|A) و H(C|B) اینکه با یعنی
نوشت: می�توان هم زیر شکل به معادل طور به را بالا نامساوي

I(A;B) + I(A;C) ≤ 2H(A).

.I(X;Z) ≤ H(X) و I(X;Y ) ≤ H(X) زیرا است برقرار کلاسیک حالت در نامساوي این که کنید توجه
21Data processing
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صورت این در باشد. ABC از محض�سازي یک R که کنید فرض اثبات:

H(R) = H(ABC), H(RC) = H(AB).

نتیجه در
H(RC)−H(R) = H(AB)−H(ABC)

صورت به قوي پذیري زیرجمع نامساوي پس

H(RC) +H(BC) ≥ H(R) +H(B)

است. نظر مورد نامساوي همان که می�آید در

اگر یعنی است. مقعر تابعی شرطی آنتروپی کلاسیک حالت همانند شرطی: آنتروپی بودن مقعر •

ρAB = pσAB + (1− p)µAB

آنگاه
H(A|B)ρ ≥ pH(A|B)σ + (1− p)H(A|B)µ.

کنید تعریف و گرفته کلاسیک سیستم یک را X اثبات:

ρXAB = p|0⟩⟨0| ⊗ σAB + (1− p)|1⟩⟨1| ⊗ µAB.

سمت که کنیم توجه است کافی حال بالاست. در شده تعریف چگالی ماتریس همان trX(ρXAB) صورت این در
است. تمام (5) به توجه با اثبات .H(A|XB) با است برابر نظر مورد نامساوي راست

بگیرید: کلاسیک سیستم یک را X و کوانتمی سیستم یک را A 19 مثال

ρXA =
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ ρx.

بسط به توجه با
H(A|X) =

∑
x

pxH(ρx),

حالت کار این براي است. نامنفی نیز H(X|A) می�کنیم ادعا است. نامنفی H(A|X) که می�دانیم

ρXX′A =
∑
x

px|x⟩⟨x|X ⊗ |x⟩⟨x|X′ ⊗ ρx

پذیري زیرجمع از استفاده با حال است. ρXA از توسعه یک ρXX′A و Xاست از کپی یک واقع Xدر ′ بگیرید. نظر در را
داریم شرطی) متقابل اطلاعات بودن (نامنفی قوي

0 ≤ I(X;X ′|A) = H(X|A) +H(X ′|A)−H(XX ′|A) = H(X|A).

است. نامنفی حاصل باشند کلاسیک B یا A از یک هر اگر باشد، منفی می�تواند H(A|B) گرچه که این نتیجه
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کنید: ثابت A,B,C,D دلخواه سیستم چهار هر براي قوي پذیري جمع زیر از استفاده با 20 تمرین

H(AB|CD) ≤ H(A|C) +H(B|D).
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