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26 جلسه

شوماخر فشرده�سازي بخشمستقیم اثبات 1
قضیه مستقیم بخش اثبات به جلسه این در شد. اثبات شوماخر فشرده�سازي قضیه وارون بخش اثبات قبل جلسه در

شد. خواهیم کانال کدگذاري بحث وارد سپس و پرداخته شوماخر فشرده�سازي
می�کنیم. بیان دوباره را شوماخر قضیه صورت ابتدا یادآوري جهت

قابل R نرخ کوچکترین H(A)ρ صورت این در باشد. کوانتمی اطلاعات منبع چگالی تابع ρA که کنید فرض 1 قضیه
است. فشرده�سازي براي حصول

که پروتکلی است. کوانتمی اطلاعات فشرده�سازي براي حصول قابل نرخ یک نیومن فون آنتروپی که � می�دهیم نشان اثبات:
ویژگی�هاي دلیل به پروتکل دو این اما اطلاعاتکلاسیکاست. فشرده�سازي براي شانون پروتکل مشابه می�کنیم ارایه اینجا در
در باشد. نوعی (Xn (مثلا منبع دنباله که می�کنیم تحقیق ابتدا کلاسیک حالت در دارند�. نیز فرق�هایی کوانتمی مکانیک
ارسال بابک براي را ({1, 2, 3, · · · , 2n(H(X)+ϵ)} بازه در (عددي دنباله آن شماره باشد، نوعی دنباله این که صورتی
f : T n

pX ,δ → {1, 2, 3, · · · , 2n(H(X)+ϵ)} تابع یک از استفاده با نوعی دنباله به مربوط شماره کردن پیدا می�شود.
می�شوند. تبدیل ایزومتري یک بعد و نوعی زیر�فضاي اندازه�گیري انجام به مرحله، دو این کوانتمی پروتکل در می�آید. بدست
عکسفشرده�سازي بخشکدگشایی می�گیرد. را (f تابع (اعمال نوعی دنباله به مربوط شماره کردن پیدا جاي ایزومتري اعمال

می�دهد. نشان را فشرده�سازي پروتکل این کلی مراحل 1 شکل است.
و باشد آذر دست در ρ⊗n

A حالت در An که کنیم فرض می�پردازیم. پروتکل این جزئیات بیان به حال

ρA =
∑
z

pZ(z)|z⟩⟨z|,

اندازه�گیري ابتدا آذر است. یکه متعامد پایه یک {|z⟩} و احتمال توزیع تابع یک pZ(z) آن در که باشد ρA طیفی تجزیه
Y سیستم در اندازه�گیري حاصل آن در که می�کند اعمال An روي را ρA حالت با متناظر EAn→Y An

1 نوعی زیرفضاي
داریم σAn دلخواه ورودي براي که کنید توجه می�شود�. ذخیره

EAn→Y An

1 (σAn) = p0

(
|0⟩⟨0| ⊗ 1

p0
(I −Πn

δ )σAn(I −Πn
δ )

)
+ p1

(
|1⟩⟨1| ⊗ 1

p1
Πn

δ σAnΠn
δ

)
= |0⟩⟨0| ⊗ (I −Πn

δ )σAn(I −Πn
δ ) + |1⟩⟨1| ⊗Πn

δ σAnΠn
δ
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و است نوعی اندازه�گیري حاصل Y اینجا در شوماخر. فشرده�سازي حصول قابل بخش پروتکل کلی شماي :1 شکل
است. کیوبیت n(H(ρ)+ϵ) از متشکل Wسیستم می�شوند. ارسال بابک به آذر سمت از (W,Y ) کوانتمی سیستم�هاي

باشد: 1 یا 0 نوعی اندازه�گیري حاصل که هستند این احتمال p1 و p0 آن در که

p0 = tr((I −Πn
δ )σAn(I −Πn

δ )) = tr(σAn(I −Πn
δ )(I −Πn

δ )) = tr(σAn(I −Πn
δ )),

p1 = tr(σAnΠn
δ ).

An سیستم باشد، 1 اندازه�گیري حاصل که صورتی در است. ρA نوعی زیرفضاي روي تصویر عملگر Πn
δ = Πn

ρ,δ همچنین
ایزومتري یک با می�توان را سیستم این لذا است. 2n(H(ρ)+ϵ) بعد با زیرفضاي یک در واقع در که می�گیرد قرار حالتی در
دنباله�هاي براي |zn⟩ شکل به بردارهاي زیرفضا این براي یکه متعامد پایه یک نشاند. 2n(H(ρ)+ϵ) بعد با فضاي یک در
هیلبرت فضاي فضا، این می�گیریم؛ نظر در 2n(H(ρ)+ϵ) بعد با HW هیلبرت فضاي یک کار این براي لذا است. zn نوعی
نشان |1⟩, |2⟩, · · · , |2nH(ρ)+ϵ⟩ با را HW براي دلخواه یکه متعامد پایه یک است. کیوبیت n(H(ρ) + ϵ) با متناظر
اگر کار این براي کند. تصویر هم به را فضا دو این یکه متعامد پایه�هاي که می�گیریم نظر در را ایزومتري�اي می�دهیم.
دنباله شماره f : T n

pZ ,δ → {1, 2, · · · , 2nH(ρ)+ϵ} تابع و باشیم کرده شماره�گذاري اعداد با را zn نوعی دنباله�هاي
به ایزومتري این پس می�کند. تصویر |f(zn)⟩ پایه بردار به را |zn⟩ پایه بردار نظر مورد ایزومتري بدهد، ما به را نوعی

است: زیر شکل
U =

∑
zn∈T n

pZ,δ

|f(zn)⟩W ⟨zn|An .

اگر است. باشد، یک (Y ) اندازه�گیري حاصل که این فرض با فشرده�سازي براي ایزومتري این اعمال آذر، بعدي قدم پس
دهیم. قرار «خطا» با منتاظر |e⟩W بنام دلخواهی ثابت حالت در را W سیستم می�توانیم باشد، صفر اندازه�گیري حاصل
فرایند یک عنوان به EY An→YW

2 رابطه نوشتن جهت می�نامیم. EY An→YW
2 را آذر مرحله�ي این با متناظر فرآیند

حالتی فرایند این ورودي که کنید فرض کنیم. تعریف ورودي حالات تمامی براي را آن رفتار که است لازم کوانتمی
باشد زیر شکل به کوانتمی کلاسیک-

σY An = p0|0⟩⟨0|Y ⊗ σ0 + p1|1⟩⟨1|Y ⊗ σ1.
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می�کنیم: تعریف زیر صورت به را EY An→YW
2 دست این از ورودي�هاي براي

EY An→YW
2 (σY An) = p0|0⟩⟨0|Y ⊗ |e⟩⟨e|W + p1|1⟩⟨1|Y ⊗ Uσ1U

†

نیست کلاسیک-کوانتمی σY An که نیز کلی حالت در است. هنگرد یک با متناظر هم عملگر این خروجی که کنید توجه
یکه متعامد پایه�ي در را Y کیوبیت ابتدا ورودي این تحت که کرد تعریف صورت این به را EY An→YW

2 می�توان نیز
و می�دهیم قرار |e⟩W حالت در خروجی در را W سیستم بود 0 اندازه�گیري حاصل اگر می�کنیم. اندازه�گیري {|0⟩, |1⟩}

می�کنیم تعریف σY An دلخواه ورودي براي دیگر عبارت به می�کنیم. اعمال An روي را U ایزومتري بود 1 حاصل اگر

EY An→YW
2 (σY An) = |0⟩⟨0|Y trAn(σY An)|0⟩⟨0|Y ⊗ |e⟩⟨e|W + (|1⟩⟨1|Y ⊗U)σY An(|1⟩⟨1|Y ⊗U †).

گرفت: نظر در زیر شکل به را آذر کدگذاري می�توان بنابراین

EAn→YW := EY An→YW
2 ◦ EAn→YW

1 .

می�فرستد. بابک براي هستند کیوبیت n[H(ρ) + ϵ] شامل که را Y,W سیستم�هاي آذر کدگذاري اعمال از پس
ایزومتري وارون است یک برابر Y که وقتی کرد. خواهد عمل آذر ایزومتري عکس DYW→Anبابک کدگشایی تابع اما
سیستم و گرفته نظر در را An فضاي در |e′⟩An نام به دلخواه بردار یک است صفر برابر Y وقتی و می�کند اعمال را U

کلاسیک-کوانتمی حالت اگر پس می�دهد. قرار حالت آن در را An

τYW = p0 |0⟩⟨0| ⊗ τ0 + p1 |1⟩⟨1| ⊗ τ1

بود. خواهد زیر صورت به آن روي کدگشایی فرایند اثر باشیم، داشته ورودي عنوان به را

DYW→Y An

1 (τYW ) = p0 |0⟩⟨0|Y ⊗ |e′⟩⟨e′|An + p1 |1⟩⟨1|Y ⊗ U †τ1U.

حال نوشت. DYW→Y An براي رابطه�اي می�توان هم باز نیز نبود کوانتمی کلاسیک فرایند ورودي اگر EY An→YW
2 مانند

است زیر طورت به بابک کدکشایی فرایند ،Y سیستم از کردن نظر صرف با

DYW→An
= trY ◦ DYW→Y An

1 .

پروتکل: خطاي تحلیل
داریم باشد. ρA از محض�سازي یک ρAR که کنید فرض

∥ρ⊗n
AR − [(DYW→An ◦ EAn→YW )⊗ IRn ](ρ⊗n

AR)∥1

= ∥trY {|1⟩⟨1|Y ⊗ ρ⊗n
AR} − [(DYW→An ◦ EAn→YW )⊗ IRn ](ρ⊗n

AR)∥1 (1)
= ∥trY {|1⟩⟨1|Y ⊗ ρ⊗n

AR} − trY {[(DYW→AnY
1 ◦ EAn→YW )⊗ IRn ](ρ⊗n

AR)}∥1 (2)
≤ ∥|1⟩⟨1|Y ⊗ ρ⊗n

AR − [(DYW→AnY
1 ◦ EAn→YW )⊗ IRn ](ρ⊗n

AR)∥1 (3)
= ∥|1⟩⟨1|Y ⊗ ρ⊗n

AR − p0 |0⟩⟨0|Y ⊗ |e′⟩⟨e′|An ⊗ ρ⊗n
R

− p1 |1⟩⟨1|Y ⊗ 1

p1
(Πn

δ ⊗ IRn)ρ⊗n
AR(Π

n
δ ⊗ IRn)∥1. (4)
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گرفتن جزئی اثر کشیدن بیرون با (2) تساوي می�شود. نتیجه گرفتن جزئی اثر با و ρ⊗n
RA به |1⟩Y کردن اضافه با (1) تساوي

است. شده برده گرفتن جزئی اثر عملگر داخل به IRn در تانسوري ضرب اینجا در می�شود؛ حاصل کدگشا از Y به نسبت
یا جایگذاري با (4) تساوي می�آید. بدست سیستم زیر حذف با اثر فاصله افزایش خاصیت از بالا، عبارات در (3) نامساوي

هستند: نوعی اندازه�گیري در 1 و 0 مشاهده احتمالات p1 و p0 آن در که می�شود نتیجه مستقیم تحقیق

p0 = tr(ρ⊗n
A (I −Πn

δ )) = tr(ρ⊗n
AR((I −Πn

δ )⊗ IRn)), p1 = tr(ρ⊗n
A Πn

δ ) = tr(ρ⊗n
AR(Π

n
δ ⊗ IRn)).

|0⟩⟨0|Y ⊗|e′⟩⟨e′|An ⊗ρ⊗n
R حالت در Y,An, R سیستم نهایتا p0 احتمال با که کنید توجه (4) تساوي تحقیق جهت
است. خروجی نهایی هنگرد شده نوشته رابطه دوم. جمله مورد در طور همین و می�گیرد قرار

نوشت: می�توان نامساوي�ها زنجیره درادامه

≤ ∥|1⟩⟨1|Y ⊗ ρ⊗n
AR − |1⟩⟨1|Y ⊗ (Πn

δ ⊗ IRn)ρ⊗n
AR(Π

n
δ ⊗ IRn)∥1

+ ∥p0 |0⟩⟨0|Y ⊗ |e′⟩⟨e′|An ⊗ ρ⊗n
R ∥1 (5)

= ∥ρ⊗n
AR − (Πn

δ ⊗ IRn)ρ⊗n
AR(Π

n
δ ⊗ IRn)∥1 + p0

≤ 2
√
ϵ+ ϵ

برابري از (5) تساوي است. شده نتیجه مخرج و صورت از p1 کردن ساده و اثر فاصله براي مثلث نامساوي از نامساوي اولین

∥ρ⊗ σ − ω ⊗ σ∥1 = ∥ρ− ω∥1∥σ∥1 = ∥ρ− ω∥1

و
∥bρ∥1 = |b| · ∥ρ∥1 = |b|

زیرفضاي اندازه�گیري ویژگی از نیز آخر نامساوي شود. می نتیجه b ثابت و ω و σ ،ρ دلخواه هاي چگالی ماتریس ازاي به
یک An روي و بگیریم نظر در را An, Rn سیستم اگر که کنید توجه می�آید. بدست نرم اندازه�گیري لم و p0 ≤ ϵ نوعی
اندازه�گیري این اثر در سیستم کل اعوجاج میزان پس بود. خواهد 1 برابر نتیجه بالا احتمال با کنیم، اعمال نوعی اندازه�گیري

2 بود. خواهد کم سیستم زیر روي

کلاسیک پیام انتقال براي کانال کدگذاري 2
و دریافت را A سیستم از نسخه یک استفاده بار هر در که باشیم داشته NA→B کوانتمی کانال یک که کنیم فرض
یا کلاسیک اطلاعات انتقال به علاقه�مند است ممکن کلی حالت در می�دهد. قرار را B سیستم از نسخه یک خروجی در

می�دهیم. قرار بررسی مورد را کانال این طریق از کلاسیک اطلاعات انتقال مساله تنها اینجا در اما باشیم، کوانتمی
پیام آذر پروتکل، این در است. شده داده نشان 2 شکل در گرفت نظر در کار این براي می�توان که پروتکلی کلی�ترین
مشخص را An کانال ورودي سیستم حالت آن به توجه با و می�کند انتخاب {1, . . . , |M|} پیام�هاي بین را m کلاسیک
حالت این آذر می�دهیم. نشان ρAn

m با را آن و می�شود گفته کوانتمی کد کلمات An ورودي سیستم حالت این به می�کند.
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..E .کدگذار N⊗n .کانال D M.کدگشا . An. Bn. M̂

کوانتمی کانال کدگذار یک شماتیک نمایش :2 شکل

زیر صورت به می�گیرد اختیار در بابک که حالتی بنابراین می�دهد. انتقال بابک به N کانال از مستقل استفاده بار n با را
بود. خواهد

σBn

m = N⊗n(ρA
n

m )

می�دهد. انجام کانال خروجی سیستم روي {Λm} اعضاي با POVM اندازه�گیري یک آذر پیام یافتن براي بابک سپس
با است برابر کند کدگشائی درست را m پیام بابک که این احتمال صورت این در

Pr{M̂ = m|M = m} = tr{ΛmN⊗n(ρA
n

m )}.

با: است برابر نیز m پیام کدگشائی در خطا رخداد احتمال همچنین

Pe(m) = 1− Pr{M̂ = m|M = m}

= tr{(I − Λm)N⊗n(ρA
n

m )}.

حصول قابل نرخ یک
(نرخ پایین کران یک اما است. نشده حل کلی حالت در کوانتمی کانال یک روي کلاسیک پیام انتقال ظرفیت مساله
کلاسیک خروجی و ورودي داراي کانال که حالتی در است. معروف هولوو1 اطلاعات به که دارد وجود آن براي حصول) قابل
تعمیمی می�توان را هولوو اطلاعات جهت این از می�شود. تبدیل شانون کانال ظرفیت فرمول به هولوو اطلاعات فرمول باشد

می�شود: تعریف زیر صورت به هولو اطلاعات دانست. شانون ظرفیت فرمول از

χ(N ) := maxρXAI(X;B),

فرم به ρXA کلاسیک-کوانتمی حالت�هاي تمامی روي ماکزیمم�گیري آن در که

ρXA =
∑
x

p(x)|x⟩⟨x|X ⊗ ρAx ,

X,B مشترك حالت به نیاز I(X;B) متقابل اطلاعات محاسبه براي ρXA انتخاب از پس که کنید توجه می�شود. انجام
می�شود: محاسبه زیر صورت به که داریم

ρXB =
∑
x

p(x)|x⟩⟨x|X ⊗NA→B(ρAx ).

1Holevo Information
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داریم دیگر عبارت به

χ(N ) = max
p(x),ρx

I(X;B)

= max
p(x),ρx

H(B)−H(B|X)

= max
p(x),ρx

H

(∑
x

p(x)N (ρx)

)
−
∑
x

p(x)H(N (ρx)).

هستند. محض ρx-ها که کرد فرض می�توان فوق ماکزیمم�گیري در که دهید نشان 2 تمرین

عبارت لذا و دارد وجود Nنیز کانال اعمال از بعد حتی A سیستم آنگاه باشد، کلاسیک A یعنی کانال ورودي اگر 3 نکته
اگر که این نتیجه .I(X;B) ≤ I(A;B) داریم داده پردازش نامساوي از استفاده با حال است. معنی با I(A;B)

عبارت به است. انتخاب بهترین فوق نامساوي بدلیل و بود خواهد ممکن X = A انتخاب باشد کلاسیک کانال ورودي
داریم آنگاه ببرد σa به را a کلاسیک حالت که باشد صورتی به کانال اگر دیگر

χ(N ) = max
p(a)

H

(∑
a

p(a)σa

)
−
∑
a

p(a)H(σa).

کنید. ثابت نیز 2 تمرین از استفاده با را نکته این تمرین عنوان به

است�. کوانتمی کانال یک کلاسیک ظرفیت براي حصول قابل نرخ یک هولوو اطلاعات 4 قضیه

اثبات کلیات
است. تصادفی کد کتاب تولید بر مبتنی که می�باشد شانون قضیه حصول قابل قسمت اثبات شبیه قضیه این اثبات

که کنید فرض
ρXA =

∑
x

p(x) |x⟩⟨x|X ⊗ ρAx ,

می�شود. تولید p(x) حاشیه�اي توزیع از i.i.d. صورت به xn بیتی n دنباله یک پیام، هر ازاي به ابتدا در باشد. شده داده
دنباله�هاي جدول نتیجه در می�دادیم. انجام کد کتاب تولید براي کلاسیک حالت در که است کاري مشابه دقیقا کار این
که شده فرض جدول این در هستند. xn دنباله�هاي جدول این سطرهاي آن در که داد تشکیل زیر شکل به می�توان را xn

شده�اند. پر 1 و 0 با جدول خانه�هاي دلیل همین به .X = {0, 1} است، دودویی X
n · · · 3 2 1
1 · · · · · · 0 1 1 1
0 · · · · · · 0 0 1 2
1 · · · · · · 0 1 0 3
... ... ... ... ... ...
0 · · · · · · 0 1 0 2nR
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حالتی mبه پیام تبدیل کدگذار وظیفه داریم. کدگذار یک به mنیاز ∈ {1, 2, 3, · · · , 2nR} پیام انتقال براي حال
دنباله و کرده نگاه بالا جدول m-ام سطر به کار این براي است. An یعنی کانال ورودي از

xnm = (xm1, xm2, · · · , xmn)

حالت در را کانال ورودي سپس می�کنیم. پیدا را

ρA1
xm1

⊗ ρA2
xm2

⊗ · · · ⊗ ρAn
xmn

,

می�دهیم. قرار
حالت در را Bn سیستم بابک گیرنده در

N (ρA1
xm1

)⊗N (ρA2
xm2

)⊗ · · · ⊗ N (ρAn
xmn

)

حالت در Bn سیستم نمادگذاري این با نتیجه در .σB
x = N (ρAx ) کنید فرض نمادگذاري سادگی براي می�کند. دریافت

σBn

xn
m

:=

n⊗
i=1

σBi
xmi

,

داشت. خواهد قرار
کلاسیک حالت در کند. پیدا را m بتواند تا است Bn سیستم روي بر مناسب اندازه�گیري اعمال گیرنده هدف حال
نبود نوعی اگر نه؟ یا هست نوعی خروجی دنباله آیا که می�کردیم بررسی ابتدا که می�دادیم انجام گونه این را کدگشایی
نوعی p(x) به توجه با xnm دنباله اینکه فرض با دهیم: انجام می�توانیم نیز اینجا در را کار این مشابه می�کردیم. اعلام خطا
احتمال با بگیریم اندازه B سیستم متوسط حالت به مربوط نوعی اندازه�گیري به توجه با را σBn

xn
m

اگر که می�دانیم باشد،
دیگر عبارت به بود. خواهد 1 جواب زیاد

tr(Πn
σ,δσ

Bn

xn
m
) ≥ 1− ϵ,

آن در که
σ =

∑
x

p(x)σx.

مقایسه کد کلمات تک تک با را خروجی دنباله کلاسیک حالت در سپس است. کلاسیک حالت شبیه مرحله این پس
بر که اندازه�گیري�اي هر زیرا ندارد وجود کار این امکان اینجا در اما کنیم. پیدا را نوعی مشترکا دنباله بتوانیم تا می�کردیم
با مقایسه اگر و است زیاد نمایی صورت به کد کلمات تعداد می�دهد. تغییر را سیستم این بدهیم، انجام Bn سیستم روي

کرد. خواهد عمده�اي تغییرات Bn حالت مدتی از پس دهد، تغییر را Bn حالت کمی بخواهد کدام هر
توجه با می�دانیم. را درست m گیرنده در که کنید فرض لحظه یک براي بپردازیم مشکل این حل به آنکه از پیش
اندازه را σBn

xn
m

حالت ΠBn|xn
m شرطی نوعی گیري اندازه از استفاده با اگر که است مشخص نوعی اندازه�گیري خواص به

بود: خواهد 1 زیاد احتمال با جواب بگیریم

tr(ΠBn|xn
m

δ σBn

xn
m
) ≥ 1− ϵ.
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را xnm′ با متناظر نوعی اندازه�گیري سپس و کنیم انتخاب در�گیرنده را m′ ̸= m اگر که کرد خواهیم ثابت اینحا در
شهود با که بود خواهد 1 برابر (2−nI(X;B) متوسط بطور (تقریبا کمی خیلی احتمال با حاصل دهیم انجام σBn

xn
m

روي
عملگر Π

Bn|xn
m′

δ عملگر بجاي می�شود مشخص ادامه در که دلیلی به این براي است. سازگار کلاسیک دنیاي از ما
که است این اثبات هدف پس می�گیریم. نظر در را ΠBn

σ,δΠ
Bn|xn

m′
δ ΠBn

σ,δ

EXn
m,Xn

m′

[
tr(ΠBn

σ,δΠ
Bn|xn

m′
δ ΠBn

σ,δσ
Bn

xn
m
)
]
,

است. صفر به نزدیک
که کنید توجه

EXn
m,Xn

m′

[
tr(ΠBn

σ ΠBn|Xn
m′ΠBn

σ σBn

Xn
m
)
]
= EXn

m′

tr(ΠBn

σ ΠBn|Xn
m′ΠBn

σ

∑
xn
m

p(xnm)σBn

xn
m
)

 .

می�دانیم ∑اما
xn
m

p(xnm)σBn

xn
m

= (
∑
x

p(x)σx)
⊗n = σ⊗n.

نتیجه در

EXn
m,Xn

m′

[
tr(ΠBn

σ ΠBn|Xn
m′ΠBn

σ σBn

Xn
m
)
]
= EXn

m′

[
tr(ΠBn

σ ΠBn|Xn
m′ΠBn

σ σ⊗n)
]

داریم: xnm′ نوعی» «دنباله هر براي که می�کنیم ثابت است. Xn
m′ دنباله�هاي روي باقیمانده ریاضی امید

tr(ΠBn

σ ΠBn|xn
m′ΠBn

σ σ⊗n) = tr(ΠBn|xn
m′ΠBn

σ σ⊗nΠBn

σ ) ≤ 2−n(I(X;B)−ϵ)

که می�دانیم نوعی زیرفضاهاي قضایاي از

ΠBn

σ σ⊗nΠBn

σ ≤ 2−n(H(B)−ϵ)ΠBn

σ .

داریم2 پس

tr(ΠBn|xn
m′ΠBn

σ σ⊗nΠBn

σ ) ≤ 2−n(H(B)−ϵ)tr(ΠBn|xn
m′ΠBn

σ ).

داریم ΠBn

σ ≤ I از استفاده با دیگر طرف از

tr(ΠBn|xn
m′ΠBn

σ ) ≤ tr(ΠBn|xn
m′ ) ≤ 2n(H(B|X)+ϵ).

داریم: xnm′ نوعی دنباله هر براي که این نتیجه

tr(ΠBn

σ ΠBn|xn
m′ΠBn

σ σ⊗n) ≤ 2−n(H(B)−ϵ)2n(H(B|X)+ϵ) = 2−n(I(X;B)−2ϵ)

.tr((B − A)C) ≥ 0 زیرا است برقرار که tr(AC) ≤ tr(BC) آنوقت C ≥ 0 و A ≤ B اگر که کردیم استفاده رابطه این از اینجا 2در
است. نامنفی نامنفی، ماتریس دو ضرب اثر
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خواهیم ارائه حلی راه بعدا مشکل این حل جهت نیست. برقرار بالا رابطه نباشد، نوعی xnm′ دنباله که صورتی در کنید توجه
کرد.

روش نه، یا هست m = 1 مثلا پیام اینکه بررسی جهت که دیدیم گیري: اندازه یک در گیري اندازه چند ادغام
سیستم حالت کار این اما کنیم. اعمال را Xn = xn1 به مشروط نوعی اندازه�گیري که است کافی دارد. وجود مشخصی
حالت مدتی از پس دهیم، انجام نیز آخر الی و ،m = 3 ،m = 2 براي را تحقیق این اگر و می�دهد تغییر کمی را Bn

اندازه�گیري یک تنها اندازه�گیري زیادي تعداد بجاي می�خواهیم پس کند. تغییر ملاحظه�اي قابل شکل به است ممکن Bn

باشیم. داشته
طبق باشد. ما POVM اندازه�گیري براي Emباشد = ΠBn

σ ΠBn|xn
m′ΠBn

σ عملگرهاي انتخاب می�تواند حدس اولین
این باید پس نمی�کنند. ارضا را تمامیت شرط متاسفانه و دقیقا نه و هستند عمود هم بر «تقریبا» عملگرها این ما شهود

کرد. تصحیح را انتخاب
که کنید توجه S, T معین مثبت عملگر دو براي

E1 = (S + T )−
1
2S(S + T )−

1
2 , E2 = (S + T )−

1
2T (S + T )−

1
2

می�کنند: برقرار را تمامیت شرط

E1 + E2 = (S + T )−
1
2 (S + T )(S + T )−

1
2 = I.

می�گویند. خوب3 تقریبا اندازه�گیري تصحیح روش این به
می�آوریم: بدست زیر لم از استفاده با را شده تصحیح اندازه�گیري این خطاي احتمال حال

Hayashi-Nagaoka اپراتور نامساوي 5 لم
است: برقرار همواره زیر نامساوي صورت این در باشیم. داشته را 0 ≤ T و 0 ≤ S ≤ I که کنید فرض

I − (S + T )−
1
2S(S + T )−

1
2 ≤ 2(I − S) + 4T.

که می�دهد نتیجه نامساوي این که کنید دقت

I − E1 = E2 ≤ 2(I − S) + 4T

پس
tr(E2σ) ≤ 2tr((I − S)σ) + 4tr(Tσ).

می�کنیم. کامل دقیق طور به را اثبات و کرد خواهیم استفاده لم این از بعد جلسه در
3Pretty Good Measurement
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داریم: B و A ماتریس دو هر ازاي به :5 لم اثبات اثبات:

(A−B)†(A−B) ≥ 0,

نتیجه در و
A†B +B†A ≤ A†A+B†B.

آید، می بدست B =
√
T ((S + T )−1/2 − I) و A =

√
T دادن قرار با

T ((S + T )−1/2 − I) + ((S + T )−1/2 − I)T ≤ T + ((S + T )−1/2 − I)T ((S + T )−1/2 − I).

نتیجه در .√S + T ≥
√
S ≥ S داریم 0 ≤ S ≤ I شرط و f(x) = √

x تابع بودن یکنوا عملگر از استفاده با حال

I − (S + T )−1/2S(S + T )−1/2 = (S + T )−1/2T (S + T )−1/2

= T + T ((S + T )−1/2 − I) + ((S + T )−1/2 − I)T

+ ((S + T )−1/2 − I)T ((S + T )−1/2 − I)

≤ 2T + 2((S + T )−1/2 − I)T ((S + T )−1/2 − I)

≤ 2T + 2((S + T )−1/2 − I)(S + T )((S + T )−1/2 − I)

= 2T + 2(I + S + T − 2
√
S + T )

≤ 2T + 2(I + S + T − 2S)

= 2(I − S) + 4T.

2
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