
احتمالات در شهود مخالف پدیده�هاي
اعتصامی امید

ریاضیات پژوهشکده بنیادي، دانشهاي پژوهشگاه

انگیزه 1
در را پدیده�هایی چنین از نمونه سه ما دارند. می�گوید ما به ابتدا در ما شهود آنچه مخالف کمی رفتاري که می�شوند پیدا پدیده�هایی احتمالات در

آورده�ایم. زیر

نیستند قوي�تر نفع به می�شوند طولانی�تر وقتی که بازي�هایی 2
بازیکنان نسبی قدرت با رابطه در بیشتري شواهد بازي�ها این در چون است قوي�تر بازیکن نفع به طولانی�تر بازي�هاي عمومی خرد طبق 1 تمرین

دارد. وجود
می�آورند. بدست B1امتیاز + . . .+Bn بابک و امتیاز A1 + . . .+An آذر آن در که بگیرید نظر در n-مرحله�اي بازي یک وجود این با
فرض دارند. یکسانی توزیع Biها و دارند یکسانی توزیع Aiها که هستند مستقلی تصادفی متغیرهاي Bn ، . . . ،B1 و An ، . . . ،A1 کنید فرض

.(A1 + . . .+An > B1 + . . .+Bn (یعنی می�برد Pn احتمال با آذر کنید

طوري را Biها و Aiها توزیع می�توان ،p ∈ [0, 1] مقدار هر ازاي به و n هر ازاي به دهید نشان همچنین .Pn ≥ Pn
1 که دهید نشان آ)

.P1000 < 0.001 حالیکه در P1 = 0.99 داشت می�توان مثال عنوان به .Pn = pn و P1 = p باشیم داشته که کرد طراحی

هستند: زیر توزیع داراي Bi و Ai که کنید فرض ب)

Ai =



0 1− q1 − q3 − q5 − . . . احتمال با
m1 q1 احتمال با
m3 q3 احتمال با
m5 q5 احتمال با
...

, Bi =



0 1− q0 − q2 − q4 − . . . احتمال با
m0 q0 احتمال با
m2 q2 احتمال با
m4 q4 احتمال با
...

kهاي ازاي به Pnk
دهید نشان .D =

∑
k≥0 2

−k2 آن در که qk = 2−k2

/D ،nk = 2k
2+k ،mk = 2k

3 کنید تعریف
طولانی�تر گفت نمی�توان بازي این در می�بینید که همانطور (بنابراین می�کند. میل یک به فرد بزرگ kهاي ازاي به و صفر به زوج بزرگ

است.) قوي�تر بازیکن نفع به بازي شدن

جواب:

بنابراین مستقلند، هم از An −Bn ، . . . ،A1 −B1 متغیرهاي آ)

Pn ≥ Pr(A1 −B1 > 0, . . . , An −Bn > 0) =

n∏
i=1

Pr(Ai −Bi > 0) = Pn
1 .

.1 − p احتمال با Bi = n + 1 و p احتمال با Bi = 0 کنید تعریف هم�چنین .Ai = 1 کنید تعریف دوم، حکم دادن نشان براي
.Pn = pn و P1 = p داریم آن�گاه

احتمال به هم�چنین است. mk برابر Biها از یکی 1 − (1 − qk)
nk = 1 − ok(1) احتمال به آن�گاه است. زوج k کنید فرض ب)

چون هستند. mk−1 مساوي کمتر Aiها تمام (1 − qk+1 − qk+3 − . . .)nk = 1 − O(nkqk+1) = 1 − ok(1)

است. مشابه هم فرد k حالت .∑n
i=1 Bi >

∑n
i=1 Ai داریم 1− ok(1) احتمال با mk > mk−1nk
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می�باشد. [1] مقاله�ي از برگرفته بخش این

عجیب مستقل k-تایی متغیرهاي 3
مقدمات 1.3

می�نامیم. مستقل دو به دو را آن�ها ،�k = 2 اگر باشند. مستقل هم از آن�ها تاي k هر اگر می�نامیم مستقل1 k-تایی را تصادفی متغیر n
متغیر باشد. نداشته بستگی x به Pr(X = x) مقدار Pr(X = x) > 0 که x هر ازاي به اگر می�نامیم یکنواخت را X تصادفی متغیر

بپذیرد. را 1 و 0 مقدار دو تنها X اگر می�نامیم دودویی را X تصادفی

مستقل�اند؟ هم k-تایی باشند مستقل k)-تایی + 1) متغیر n اگر آ) 2 تمرین

نباشند. مستقل k)-تایی + 1) ولی باشند مستقل k-تایی که را تصادفی متغیر n بیابید ،1 ≤ k < n براي ب)

جواب:

بله. آ)

⊕ این�جا (در می�دهیم. قرار X1 ⊕ . . .⊕Xk با برابر را Xn بگیرید. نظر در دودویی یکنواخت مستقل متغیرهاي ،Xn−1را . . .،X1 ب)
می�باشد.) انحصاري2 یاي معناي به

2

.EX1 . . . Xk = (EX1) . . . (EXk) آن�گاه باشند مستقل Xk ، . . . ،X1 اگر دهید نشان 3 تمرین

جواب:

EX1 . . . Xk =
∑

x1,...,xk

Pr(X1 = x1, . . . , Xk = xk)x1 . . . xk

=
∑

x1,...,xk

Pr(X1 = x1) . . .Pr(Xk = xk)x1 . . . xk

= (
∑
x1

Pr(X1 = x1)x1) . . . (
∑
xk

Pr(Xk = xk)xk).

2

،A1 پیشامدهاي می�باشد. 0 برابر صورت این غیر در و 1 برابر A وقوع هنگام که است تصادفی متغیر [A] آن�گاه باشد پیشامد یک A اگر
باشند. مستقل هم از [Ak]، . . .،[A1] تصادفی متغیرهاي هرگاه می�نامیم مستقل را Ak ، . . .

باشیم داشته J ⊆ {1, . . . , k} هر ازاي به اگر فقط و اگر هستند مستقل Ak ، . . . ،A1 پیشامدهاي دهید نشان 4 تمرین

Pr(
∩
j∈J

Aj) =
∏
j∈J

Pr(Aj).

1k-wise independent
2xor

2



ساده (آ) بخش 2 تمرین به توجه با مساله اگر“ ”فقط طرف می�باشد. E[A] برابر Pr(A) Aاحتمال پیشامد یک براي که کنید توجه ابتدا جواب:
داریم x1, . . . , xk ∈ {0, 1} ازاي به کنیم توجه است کافی مساله ”اگر“ طرف براي است.

Pr([A1] = x1, . . . , [Ak] = xk) = E
k∏

j=1

(xj + (−1)xj [Aj ])

=
∑
J

(
∏
j ̸∈J

xj)(
∏
j∈J

(−1)xj )E(
∏
j∈J

[Aj ])

=
∑
J

(
∏
j ̸∈J

xj)(
∏
j∈J

(−1)xj )
∏
j∈J

E[Aj ]

=
k∏

j=1

(xj + (−1)xjE[Aj ])

=
k∏

j=1

Pr([Aj ] = xj).

2

عجیب ساختار 2.3
این در اما نبودند. مستقل k)-تایی + 1) که دادیم نشان مستقل k-تایی طور به Xn ، . . . ،X1 دودویی متغیرهاي از مثالی قبل زیربخش در ما
باشد، متقارن متغیرها اندیس به Xnنسبت ، . . . ،X1 مشترك توزیع بالا خاصیت بر علاوه که داشت مثالی میتوانی که دهیم نشان می�خواهیم بخش
(k+1)-تایی متغیرها می�خواهیم چون باشد. داشته ربط x1+. . .+xn به Pr(X1تنها = x1, . . . , Xn = xn) دیگر معادل عبارت به یا
.Pr(X1+ . . .+Xk ≥ k) > 0 هم�اند از مستقل متغیرها چون و ،Pr(X1) = . . . = Pr(Xn) > 0 باشیم داشته باید نباشند، مستقل

.Pr(X1 + . . .+Xk ≥ k + 1) = 0 داشت توان می عجیبی طرز به که دید خواهید زیر مثال در

که کنید تعریف طوري را Xn ، . . . ،X1 دودویی تصادفی متغیرهاي ،1 ≤ k < n و n هر ازاي به (سخت) 5 تمرین

Pr(X1 = x1, . . . , Xn = xn)

k-تایی Xn ، . . . ،X1 و باشند)، متقارن متغیرها (یعنی باشد داشته ربط x1 + . . .+ xn به تنها x = (x1, . . . , xn) بیتی بردار هر ازاي به
نباشند. مستقل k)-تایی + 1) اما باشند مستقل

گونه این را Xn ، . . . ،X1 می�کنیم.) معین دقیق�تر را مقادیر این ادامه (در باشند. 1 مجموع با نامنفی مقادیر pk ، . . . ،p0 کنید فرض جواب:
را بقیه و 1 برابر را متغیر n از متغیر i تصادفی یکنواخت طور به سپس می�کنیم، انتخاب pi احتمال با را 0 ≤ i ≤ k ابتدا که می�کنیم تولید

باشیم داشته 1 ≤ j1 < . . . < ji ≤ n هر و 0 ≤ i ≤ k هر ازاي به می�توانیم که می�دهیم نشان می�دهیم. قرار 0 برابر

EXj1 · · ·Xji = 1/ni.

k)-تایی + 1) متغیرها نمی�شوند 1 هم�زمان متغیر k + 1 هیچ�گاه چون دیگر طرف از مستقلند. k-تایی متغیرها ،4 تمرین طبق صورت این در
نیستند. مستقل

باشیم داشته 0 ≤ i ≤ k که i هر ازاي به است کافی piهاست. تعیین باقیمانده آن�چه

EX1 · · ·Xi =

k∑
t=0

(
n−i
t−i

)(
n
t

) pt = 1/ni.
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همگی piها که دهیم نشان باید تنها می�باشد. یکتایی جواب داراي است مثلثی چون که است pk ، . . . ،p0 مجهول k+1 با معادله��اي دستگاه این
هستند: نامنفی

pi =

(
n

i

)[ 1

ni
−

k∑
t=i+1

(
n−i
t−i

)(
n
t

) pt
]

≥
(
n

i

)[ 1

ni
−

k∑
t=i+1

(
n−i−1
t−i−1

)(
n
t

) npt
]

= 0.

2

است. شده برگرفته [2] مقاله�ي از بالا ساختار

تراگذر غیر تاس�هاي 4
می�شویم: آشنا غیرتراگذر3 تاس�هاي با بخش این در

6 تمرین
این مستقل ریختن از پس آمده دست به X3،X2،X1مقادیر اگر که کنید شماره�گذاري 6 تا 1 اعداد با طوري را 6-وجهی تاس 3 روي وجه�هاي آ)

باشیم داشته باشد، تاس 3

min(Pr(X1 > X2),Pr(X2 > X3),Pr(X3 > X1)) ≥ 7/12.

باشیم داشته که کنید گذاري شماره� طوري را Fm-وجهی تاس 3 وجه�هاي باشد m-ام فیبوناچی عدد Fm اگر ب)

Pr(X1 > X2) = Pr(X2 > X3) = Fm−1/Fm, Pr(X3 > X1) = Fm−1/Fm ± 1/Fm
2
.

جواب:

انجام قابل کامپیوتر با حالت 4623 تمام بررسی بنابراین .
(
6+5
6

)
= 462 با است برابر 6 تا 1 اعداد با تاس6-وجهی شماره�گذاري�هاي تعداد آ)

.X3 ∈ {1, 4, 4, 4, 4, 4} و ،X2 ∈ {2, 2, 2, 5, 5, 5} ،X1 ∈ {3, 3, 3, 3, 3, 6} از است عبارت تاس 3 براي یکتا جواب است.

داشت خواهیم .X3 ∈ {Fm−1 × 2, Fm−2 × 5} ،X2 ∈ {Fm × 3} ،X1 ∈ {Fm−2 × 1, Fm−1 × 4} دهید قرار ب)
چون Fm−2Fm+1 = Fm−1Fm − (−1)m همچنین .Pr(X3 > X1) = Fm−2Fm+1/F

2
m

Fm−2Fm+1−Fm−1Fm = (Fm−Fm−1)Fm+1−Fm−1(Fm+2−Fm+1) = −(Fm−1Fm+2−FmFm+1).

2

کنید فرض است. شده نوشته دلخواهی عدد وجه هر روي بر که داریم دلخواه وجه تعداد با مختلف تاس n کنید فرض (سخت) 7 تمرین
کنید تعریف باشد. تاس n این مستقل ریختن از پس آمده دست به مقادیر Xn، . . .،X1

p = min(Pr(X1 > X2), . . . ,Pr(Xn−1 > Xn),Pr(Xn > X1)).

داریم تاس n هر براي که دهید نشان
p ≤ 1− 1/(4 cos2

π

n+ 2
).

3nontransitive dice
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که کرد طراحی طوري را وجه N با کدام هر تاس n می�توان هم�چنین

p = 1− 1/(4 cos2
π

n+ 2
)−O(1/N).

این است. طلایی نسبت ϕ که بود خواهد p ≤ 1/ϕ بالا کران n = 3 وقتی بود. خواهد 3/4 برابر n → ∞ وقتی p حد می�بینید که همانطور
هستند. بهینه 6 تمرین فیبوناچی تاس�هاي که می�دهد نشان

یکی در را آن می�توان بود، شده ظاهر اگر است. نشده ظاهر وجه دو در xاي عدد هیچ کرد فرض می�توان می�کنیم. اثبات را بالا کران ابتدا جواب:
Pr(Xk > X(k mod n)+1) احتمالات از یک هیچ ϵ بودن کوچک فرض با کرد: x− ϵ به تبدیل دیگر وجه در و x+ ϵ به تبدیل وجه�ها از

نمی�یابد. کاهش
n(m− 1) + (n− l + 1) طول به دنباله�ي می�گوییم

x
(n)
1 , . . . , x

(1)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(1)
2 , . . . , x

(n)
m−1, . . . , x

(1)
m−1, x

(n)
m , . . . , x(l)

m

آمده ام n تاس وجه�هاي اول x(n)
1 کسر ابتدا �کنیم، مرتب صعودي ترتیب به را وجه�ها تمام روي مقادیر وقتی اگر است نظر مورد تاس n نمایانگر

x
(n)
2 کسر سپس باشد، آمده اول تاس وجه�هاي اول x(1)

1 کسر سپس ، . . . باشد، آمده −n)ام تاس(1 وجه�هاي اول x(n−1)
1 کسر سپس باشد،

باشد. آمده ام l تاس وجه�هاي آخر x(l)
m کسر نهایت در و ، . . . باشد، آمده nام تاس وجه�هاي بعدي

می�توان می�دهیم نشان حال باشد. داشته وجود دنباله�اي چنین حتما تا باشند صفر می�دهیم اجازه اما باشند نامنفی� باید دنباله این اعضاي
که بگیرید نظر در را حالتی دارند. حضور دنباله در x(i)

j+1 یا x(i)
j−1 مسلما گاه آن .x(i)

j = 0 کنید فرض هستند: مثبت دنباله اعضاي کرد فرض
آن (البته کرد. کم یکی را دنباله طول می�توان وضوح به باشد دنباله ابتدایی عضو x(i)

j اگر است.) مشابه دیگر (حالت دارد. حضور دنباله در x(i)
j+1

می�توان صورت این غیر در بنامیم.) . . . ،n− تاس1 را n− تاس2 ،nتاس را n− تاس1 کافیست اما نمی�شود شروع x
(n)
1 از دیگر دنباله گاه

و x(1)
j+1 ، . . . ،x(i−1)

j+1 به ترتیب همان به را آن�ها مقدار و کرد، حذف دنباله از را x(i+1)
j−1 ، . . .،x(n)

j−1 وجود) صورت (در و x(1)
j ، . . . ،x(i−1)

j

کم دنباله طول هم صورت این در یابد. کاهش Pr(Xk > X(k mod n)+1) احتمالات از یک هیچ که این بدون کرد اضافه x(i+1)
j ، . . .،x(n)

j

هستند. مثبت دنباله اعضاي تمام بنابراین شود کم نمی�تواند ابد تا دنباله طول چون شد.
تاس وجه�هاي تعداد معکوس از مضربی x(i)

j که نمی�کنیم فرض دیگر می�کنیم: حل کلی�تر کمی را مساله ما p براي بالا کران اثبات براي حال
برابر را Pr(Xk > Xk+1) و است، 1 برابر i هر ازاي به �آن�ها جمع و هستند نامنفی xiها

j که می�کنیم فرض تنها است. ∑iام
j,j′:j≤j′

x
(k+1)
j x

(k)
j′

برابر را Pr(Xn > X1) ∑و
j,j′:j<j′

x
(1)
j x

(n)
j′

می�کنیم. تعریف
(بدون را دنباله اول عضو 2n باشد، 2n حداقل دنباله طول اگر است. 2n − 1 حداکثر دنباله طول کرد فرض می�توان می�دهیم نشان حال
کم را دنباله طول می�توان بالا استدلال مشابه آن�گاه شود. صفر اعضا از یکی که می�دهیم تغییر طوري (Pr(Xk > X(k mod n)+1) افزایش
نرخ همین با را x(i)

2 و افزایش yi نرخ با را x(i)
1 کنید فرض کرد. صفر را اول عضو 2n از یکی می�توان چگونه دهیم نشان کافیست پس کرد.

باشیم داشته است کافی نیابد کاهش Pr(Xn > X1) و 1 ≤ i < n ازاي به Pr(Xi > Xi+1) این�که براي می�دهیم. کاهش

yi+1x
(i)
1 − yix

(i+1)
2 ≥ 0, −ynx

(1)
1 + y1x

(n)
2 ≥ 0.

اضافه با ضمن در .yi = 1 که طوري به داد قرار مثبت همگی را yiها می�توان α ≤ 1 ازاي به گاه آن .�α =
∏n−1

i=2 x
(i)
2 /x

(i)
1 دهید قرار

اگر می�شود. صفر x(i)ها
2 از یکی نهایت در پس می�ماند. باقی 1 مساوي یا کم�تر هم�چنان α مقدار x(i)ها

2 از شدن کاسته و x(i)ها
1 به شدن

شود. صفر x(i)ها
1 از یکی نهایت در تا دهید قرار منفی را yiها مشابه طور به ،α > 1

می�خواهیم می�باشد، 2n− 1 برابر دنباله طول که حالتی در

1−max(x
(n)
1 , x

(n−1)
1 (1− x

(n)
1 ), . . . , x

(2)
1 (1− x

(3)
1 ), 1− x

(2)
1 )
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1−x
(2)
1 = q آن�گاه x(i)

1 = q/(1−x
(i+1)
1 ) و q = x

(n)
1 اگر که دارد وجود q ≥ 0 مقدار کوچکترین داد نشان می�توان کنیم. ماکزیمم را

دادن نشان (براي است. مساله براي دقیق بالاي کران 1− q حالت، این در هستند.) [0, 1) بازه�ي در آمده دست به هاي x(i)
1 تمام علاوه به (و

توجه هم�چنین هستند. صعودي q حسب بر همگی x(i)ها
1 آن�گاه باشند [0, 1) بازه�ي در آمده دست به x(i)هاي

1 اگر که کنید توجه q وجود
1 به x(i)

1 این�که از قبل q ≥ 1/4 ازاي به .x(i)
1 ≤ x

(i+1)
1 چون هستند [0, 1) بازه�ي در آمده دست به x(i)هاي

1 ،q ≤ 1/4 براي که کنید
مقدار q = 0 ازاي به چون است. کوچکتر q از 1− x

(2)
1 برسد 1/2 بزرگی به q که این از قبل خصوص به می�گذرد. 1 از x(i+1)

1 شود نزدیک
دارد.) وجود نظر مورد q میانی مقدار قضیه�ي بنابر است، بزرگتر q از 1− x

(2)
1

صورت به چندجمله�اي دو کسر صورت به q حسب بر 1 − x
(2)
1 کنیم فرض اگر آوریم: به�دست را q دقیق مقدار می�کنیم سعی حال

داریم شود نوشته gn(q)/hn(q)
gn+1

hn+1
= 1− q

gn/hn
=

gn − qhn

gn
.

ریشه�ي عبارتی به یا gn/gn−1 = q معادله�ي به مثبت جواب کوچکترین می�خواهیم .gn+1 = gn − qgn−1 و hn+1 = gn بنابراین
که xn+1Un+1(1/(2x)) با است برابر fn(x2) و fn+1 = fn − qfn−1 وضوح به بیابیم. را fn(q) = gn − qgn−1 چندجمله�اي

بازگشتی رابطه�ي داراي دوم نوع چبیشف چندجمله�اي Un

Un+1(x) = 2xUn − Un−1(x)

از است.
Un(cos θ) =

sin((n+ 1)θ)

sin θ

.q = (4 cos2(π/(n+ 2)))−1 بنابراین .k = 1, . . . , n ازاي به cos(kπ/(n+ 1)) از عبارتند Un ریشه�هاي که می�آید به�دست
طوري را x(2)

1 ، . . .،x(n)
1 مقادیر شد. نزدیک کران این به N-وجهی تاس�هاي با می�توان چگونه می�دهیم توضیح شد، اثبات بالا کران که حال

که دهید قرار
1−max(x

(n)
1 , x

(n−1)
1 (1− x

(n)
1 ), . . . , x

(2)
1 (1− x

(3)
1 ), 1− x

(2)
1 ) = 1− q.

تاس�هاي به را آنها می�توان هستند 1/N مضرب همگی x′(i)ها
j چون دهید. قرار 1− x

′(i)
1 برابر را x′(i)

2 و ⌊Nx
(i)
1 ⌋/N برابر را x′(i)

1 حال
دیگر طرف از داد. نسبت N-وجهی

1−max(x
′(n)
1 , x

′(n−1)
1 (1− x

′(n)
1 ), . . . , x

′(2)
1 (1− x

′(3)
1 ), 1− x

′(2)
1 ) = 1− q −O(1/N).

2
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