
احتمالات نابرابریهاي
اعتصامی امید

ریاضیات پژوهشکده بنیادي، دانشهاي پژوهشگاه

انگیزه 1
وقوع یا است) کم آن (احتمال است نادر پیشامد آن وقوع دهیم نشان می�خواهیم ولی نمی�دانیم را پیشامد یک احتمال دقیق مقدار ما وقتها خیلی

است). زیاد آن (احتمال نیست نادر پیشامد آن
می�دهد. ما به پیشامد آن احتمال براي بالا یا پایین کران پیشامد، یک احتمال آوردن بدست بدون که دارد وجود زیادي روش�هاي

مارکوف نابرابري 2
آنگاه .f(x) ≥ s > 0 داریم x ∈ S هرگاه که است نامنفی تابع f کنید فرض 1 قضیه
Pr(X ∈ S) ≤ E f(x)/s.

اثبات:
E f(x) ≥ Pr(x ∈ S) · s+ Pr(x ̸∈ S) · 0.

2

مثلا
Pr(|X| ≥ s) ≤ E |X|/s.

است. مفید بسیار هم f(x) = eax حالت می�کند. بحث f(x) = |x|a وقتی بالا قضیه�ي خاص حالت درباره�ي مارکوف خود

چبیشف نابرابري 3
می�آید. بدست چبیشف نابرابري f(x) = (X − EX)2 دهیم قرار مارکوف نابرابري در اگر

2 قضیه
Pr(|X − EX| ≥ r) ≤ var(X)/r2.

[1] ینسن نامساوي 4
داشته p+ q = 1 که طوري به p, q ≥ 0 و x, y ∈ I هر ازاي به هرگاه می�شود خوانده محدب حقیق اعداد از I بازه�ي روي f حقیقی تابع

باشیم
f(px+ qy) ≤ pf(x) + qf(y).

آنگاه باشد، داشته I عضو مقداري همواره X تصادفی متغیر و باشد I بازه�ي روي محدب تابعی f اگر 3 قضیه
f(EX) ≤ Ef(X).

هر ازاي به x2n و a ثابت هر ازاي به eax مثال عنوان به است. دوم مشتق بودن نامنفی معادل f بودن محدب باشد، داشته دوم مشتق f اگر
محدبند. نامنفی صحیح عدد

است. محدب 1/x الخصوص علی است. محدب n صحیح عدد هر ازاي به xn تابع ،x > 0 ازاي به
محدبند. x lnx و ln(1/x) توابع ،x > 0 ازاي به
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اول گشتاور اصل 5
آنگاه باشد، نامنفی صحیح مقادیر با تصادفی متغیر X اگر 4 قضیه

Pr(X > 0) ≤ EX.

اثبات:
Pr(X > 0) =

∑
n≥1

Pr(X = n) ≤
∑
n≥1

nPr(X = n) = EX.

2

مثلث یک حداقل گراف که این احتمال است. آمده p احتمال به آن در یال هر که بگیرید نظر در {1, . . . , n} رئوس مجموعه با گرافی
می�آوریم. بدست احتمال این براي بالایی کران بالا، قضیه�ي کمک با چیست؟ باشد داشته

(u, v) یال سه هر اگر است 1 برابر که کنید تعریف نشانگري تصادفی متغیر را Xuvw تصادفی متغیر ،1 ≤ u < v < w ≤ n ازاي به
با است برابر نظر مورد احتمال .Xuvw = 0 صورت این غیر در و باشند داشته حضور (w, u) و (v, w) و

Pr(
∑
u,v,w

Xuvw > 0) ≤ E
∑
u,v,w

Xuvw =
∑
u,v,w

EXuvw =

(
n

3

)
p3.

دوم گشتاور اصل 6
می�دهد. پایین کران تصادفی متغیر بودن مثبت براي می�داد، بالا کران که اول گشتاور اصل خلاف بر دوم، گشتاور اصل

آنگاه باشد، نامنفی تصادفی متغیر X اگر 5 قضیه

Pr(X > 0) ≥ (EX)2/(EX2).

اثبات:

EX2 = Pr(X > 0)E(X2|X > 0) ≥ Pr(X > 0)(E(X|X > 0))2 = Pr(X > 0)((EX)/Pr(X > 0))2.

2

وجود احتمال براي می�خواهیم بار این است. آمده p احتمال به آن در یال هر که بیاورید یاد به را {1, . . . , n}رئوس مجموعه با گراف مثال
کنید تعریف بیاوریم. بدست پایین کران مثلث یک حداقل

X =
∑

1≤u<v<w≤n

Xuvw

می�کنیم: محاسبه گونه این را X دوم گشتاور است. شده تعریف بالا همچون Xuvw آن در که

EX2 = E(
∑
u,v,w

Xuvw)(
∑

u′,v′,w′

Xu′v′w′)

=
∑

u,v,w,u′,v′,w′

E(XuvwXu′v′w′)

=
3∑

k=0

∑
u,v,w,u′,v′,w′

|{u,v,w}∩{u′,v′,w′}|=k

E(XuvwXu′v′w′)

= 20

(
n

6

)
p6 + 30

(
n

5

)
p6 + 12

(
n

4

)
p5 +

(
n

3

)
p3.

داریم حال

Pr(X > 0) ≥ (EX)2/(EX2) =

(
n
3

)2
p6

20
(
n
6

)
p6 + 30

(
n
5

)
p6 + 12

(
n
4

)
p5 +

(
n
3

)
p3

.
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شرطی ریاضی امید نابرابري 7
اصل مساوي یا بهتر کران همواره حالت�ها این در اما می�کند، کار دوم گشتاور اصل از خاص�تر حالتهایی در [2] 1 راس شرطی ریاضی امید نابرابري

می�دهد. ما به دوم گشتاور

آنگاه هستند، دودویی تصادفی متغیرهاي Xiها آن در که X = X1 + . . .+Xn اگر 6 قضیه

Pr(X > 0) ≥
n∑

j=1

EXj

E(X|Xj = 1)
.

داریم: ینسن نامساوي طبق است، محدب x > 0 ازاي به f(x) = 1/x تابع چون اثبات:

Pr(X > 0) =
n∑

j=1

Pr(Xj > 0)E(Xj/X|Xj > 0)

=

n∑
j=1

(EXj)E(1/X|Xj = 1)

≤
n∑

j=1

(EXj)
1

E(X|Xj = 1)
.

2

اطمینان قابلیت چندجمله�اي براي پایین کران 8
مثلا باشد، دودویی خروجی و دودویی ورودي�هاي با تابعی f(y1, . . . , yn) کنید فرض

f(y1, . . . , y5) = y1y2y3 ∨ y2y3y4 ∨ y4y5.

آنگاه ،pi = Pr(Yi = 1) = EYi که طوري به باشند Yn ، . . . ،Y1 مستقل دودویی تصادفی متغیرهاي f ورودي�هاي اگر

Pr(f(Y1, . . . , Yn) = 1)

یک اگر که است این نامگذاري این (علت می�گویند. 2 اطمینان قابلیت چندجمله�اي آن به که بود خواهد pn ، . . . ،p1 متغیرهاي با چندجمله�اي
سیستم کل کردن کار نشان�دهنده�ي f(y1, . . . , yn) و باشد، iام مولفه�ي نکردن یا کردن کار نشان�دهنده�ي yi که باشد مولفه n داراي سیستم
نشان را سیستم) کل کردن کار (احتمال سیستم کل از اطمینان میزان اطمینان قابلیت چندجمله�اي آنگاه کند، کار pi احتمال با iام مولفه و باشد،

می�دهد.)
کنید تعریف بالا، متغیره�ي پنج تابع مثال در

X1 = Y1Y2Y3, X2 = Y2Y3Y4, X3 = Y4Y5, X = X1 +X2 +X3.

داریم: است Pr(X > 0) همان که اطمینان قابلیت چندجمله�اي براي شرطی، ریاضی امید نابرابري طبق آنگاه

Pr(X > 0) ≥ p1p2p3
1 + p4 + p4p5

+
p2p3p4

p1 + 1 + p5
+

p4p5
p1p2p3 + p2p3 + 1

.

1Ross conditinoal expectation inequality
2reliability polynomial
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FKG نابرابري 9
یالها به افزودن با باشد، داشته را خاصیت آن گرافی وقتی (یعنی باشند 3 صعودي یکنواي یالها به نسبت که بگیرید نظر در را گرافها از خاصیت دو
آیا بودن. ناپذیر رنگ چهار را دوم خاصیت و بگیرید نظر در گراف بودن هم�بند را اول خاصیت مثال عنوان به باشد.) داشته را خاصیت آن همچنان

ایورسون نماد با اگر (یعنی دارند؟ 4 مثبت هم�بستگی هم با خاصیت دو این که گفت می�توان

f = [graph is connected], g = [graph is not 4-colorable]

آنگاه
E(fg) ≥ (Ef)(Eg)

داریم؟) را
هم از مستقل طور به یالها که زمانی که می�گوید ما به J. Ginibre و P. W. Kasteleyn و C. M. Fortuin به منسوب FKG نابرابري

است. کلی�تر نابرابري این البته دارد، وجود مثبت هم�بستگی این آنگاه باشند شده انتخاب

کنید فرض می�دهیم. نمایش µ(S) با را S انتخاب احتمال می�شود. انتخاب U متناهی مجموعه�ي از S مجموعه زیر یک کنید فرض 7 قضیه
باشیم داشته �U زیرمجموعه�ي T و S هر ازاي به

µ(S)µ(T ) ≤ µ(S ∩ T )µ(S ∪ T ).

و f(S) ≤ f(T ) آنگاه S ⊆ T اگر (یعنی صعودي�اند یکنواي حقیقی اعداد به U زیرمجموعه�هاي از g و f تابع دو کنید فرض نهایت در
آنگاه .(g(S) ≤ g(T )

E(fg) ≥ (Ef)(Eg).
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