
مستقل تصادفی متغیرهاي جمع
اعتصامی امید

ریاضیات پژوهشکده بنیادي، دانشهاي پژوهشگاه

انگیزه 1
ما ،1 تصادفی گردش در مثال عنوان به است. دیگر تصادفی متغیر چند جمع خود که هستیم تصادفی متغیر به علاقه�مند ما مسائل از بسیاري در

است. مستقل تصادفی متغیر چند جمع لحظه هر در ما موقعیت و می�دهیم تغییر را خود موقعیت قبلی مراحل از مستقل مرحله هر در
است. کوچک خیلی یا بزرگ خیلی کمی خیلی احتمال با که داد نشان تصادفی متغیر چنین براي می�توان اوقات خیلی

مرکزي حد قضیه�ي 2
باشند. σ2 متناهی واریانس و µ متناهی متوسط داراي یکسان، توزیع با مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي . . . ،X2 ،X1 کنید فرض 1 قضیه

توزیع آنگاه
(X1 + . . .+Xn)− nµ

σ
√
n

می�کند. میل 1 واریانس و 0 متوسط داراي N(0, 1) نرمال متغیر توزیع به

احتمال چگالی تابع داراي N(0, 1) نرمال متغیر که آورید یاد به

f(x) =
e−x2/2

√
2π

می�باشد.

کومولان 3
باشد. درست می�تواند چرا که دهیم توضیح 2 کومولان�ها طریق از می�کنیم سعی اما نمی�کنیم، ارائه کامل اثبات مرکزي حد قضیه�ي براي ما

با برابر X تصادفی متغیر کومولان مولد تابع
K(θ) = ln(EeθX)

یعنی بنویسیم، θ = 0 حول را K(θ) تیلور بسط اگر می�شود. تعریف

K(θ) =

∞∑
n=1

κn

n!
θn,

است. θ = 0 نقطه�ي در کومولان مولد تابع nام مشتق κn دیگر عبارت به می�گویند. nام کومولان κn به آنگاه
می�باشد. X واریانس همان κ2 و X ریاضی امید همان κ1 که دید می�توان

1random walk
2cumulants
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کومولان خواص 4
با است برابر N(0, 1) نرمال تصادفی متغیر مولد تابع

K(θ) = ln(

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−x2/2eθxdx)

= ln(

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−(x−θ)2/2eθ
2/2dx)

= ln(eθ
2/2) = θ2/2.

است. یک برابر که دوم کومولان بجز هستند صفر کومولان�ها تمام N(0, 1) براي بنابراین
می�باشد: Y و X nام کومولان� مجموع برابر X + Y nام کومولان باشند، مستقل تصادفی متغیرهاي Y و X اگر دیگر طرف از

ln(Eeθ(X+Y )) = ln((EeθX)(EeθY )) = ln(EeθX) + ln(EeθY ).

می�شود. cn در ضرب آن nام کومولان آنگاه کنیم، c ثابت در ضرب را X تصادفی متغیر اگر و
کومولان�ها به گاهی خاطر همین (به نمی�کند. تغییر n ≥ 2 ازاي به nام کومولان� کنیم، جمع c عدد با را X تصادفی متغیر اگر همچنین و

می�گویند.) هم semi-invariants
اول کومولان آنگاه باشد، κk برابر Xiها kام کومولان اگر مرکزي، حد قضیه�ي در بنابراین

X =
(X1 + . . .+Xn)− nµ

σ
√
n

به بالاتر کومولان�هاي و یک به دوم کومولان بزرگ nهاي ازاي به یعنی بود. خواهد nκk

σknk/2 برابر k ≥ 2 ازاي به X kام کومولان و صفر، برابر
می�کنند. میل N(0, 1) کومولان�هاي به X کومولان�هاي که دادیم نشان پس �می�کنند. میل صفر

همگن متغیرهاي براي چرنوف نابرابري 5
می�آوریم. جا این در را آنها از بعضی ما دارد. وجود 3 چرنوف نابرابري براي مختلفی صورتهاي

.Pr(Xi = 1) = p و هستند دودویی و Xnمستقل ، . . . ،X1 تصادفی متغیرهاي آن در Xکه = X1 + . . .+Xn کنید فرض 2 قضیه
است: برقرار زیر نابرابري ϵ ≥ 0 ازاي به آنگاه .q = 1− p دهید قرار

Pr(X ≥ n(p+ ϵ)) ≤ e−D(p+ϵ||p)n

آن در که
D(p+ ϵ||p) = (p+ ϵ) ln

p+ ϵ

p
+ (q − ϵ) ln

q − ϵ

q
.

می�آیند: بدست بالا نابرابري از زیر نتایج همچنین

Pr(X ≥ n(p+ ϵ)) ≤ e−ϵ2n/(2q), Pr(X ≥ n(p+ ϵ)) ≤ e−2ϵ2n

آنگاه ،p ≥ 1/2 اگر و
Pr(X ≥ n(p+ ϵ)) ≤ e−ϵ2n/(2pq).

مارکوف نابرابري پایه�ي بر اول روش دارد. وجود نابرابري این اثبات براي روش دو اثبات:

Pr(X ≥ r) ≤ EetX/etr.

3Chernoff
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تفاوت این با کنید تعریف X ′
1 + . . .+X ′

n برابر X مشابه را X ′ است: مشاهده این پایه�ي بر دوم روش اما می�باشد. t پارامتر سازي بهینه و
داریم k ≥ n(p+ ϵ) ازاي به آنگاه .Pr(X ′

i = 1) = p+ ϵ که

Pr(X ′ = k)/Pr(X = k) ≥ (
p+ ϵ

p
)n(p+ϵ)(

q − ϵ

q
)n(q−ϵ).

2 می�آید. بدست نابرابري Pr(X ′ ≥ n(p+ ϵ)) ≤ 1 چون
مثلا آورد. بدست بالا کران هم Pr(X ≤ n(p− ϵ)) براي می�توان بالا نابرابري�هاي از

Pr(X ≤ n(p− ϵ)) = Pr(n−X ≤ n(q + ϵ)) ≤ e−ϵ2n/(2p).

براي استرلینگ تخمین (طبق X = ⌈n(p+ ϵ)⌉ که این احتمال چون است بهینه توان در −D(p+ ϵ||p) ضریب که کنید توجه همچنین
برابر حداقل فاکتوریل)

2−D(p+ϵ||p)n+o(n)

می�باشد.

الگوریتم�ها خطاي احتمال کردن کم 6
درست 2/3 احتمال با را مساله جواب که باشیم داشته الگوریتمی کنید فرض است. یک یا صفر یا آن جواب که دارد وجود مساله�اي کنید فرض

کنیم. تکرار بار n را الگوریتم این و بزند حدس
.Pr(Xi = 1) = 1/3 آنگاه ،Xi = اینصورت0 غیر در و بدهد غلط جواب الگوریتم اگر باشد 1 برابر که باشد نشانگر تصادفی Xiمتغیر اگر

چرنوف نابرابري طبق حال
Pr(X1 + . . .+Xn ≥ n/2) ≤ e−2·(1/6)2n = e−n/18.

یعنی ،e−n/18 با است برابر حداکثر ما خطاي احتمال بدهیم، مساله جواب عنوان به الگوریتم تکرار بار n در را الگوریتم جواب اکثریت ما اگر پس
است. شده کم نمایی صورت به

نمونه�برداري خطاي احتمال 7
فرمول صدق�پذیري4 احتمال کردن پیدا محاسبات نظریه�ي در اساسی مسائل از یکی است. شده داده ϕ DNF فرمول یک شما به که کنید فرض
روش از می�توان احتمال این محاسبه�ي براي باشند. مستقل یکنواخت تصادفی کدام هر ϕ فرمول ورودي دودویی متغیرهاي که است وقتی ϕ
کسري و داد انجام بار n را کار این آنگاه نه. یا کرد پیدا صدق ϕ آیا که دید و داد ϕ فرمول به تصادفی کاملا ورودي یک کرد: استفاده نمونه�برداري

اگر که داد نشان چرنوف نابرابري با می�توان کنیم. ارائه صدق�پذیري احتمال تخمین عنوان به را بود کرده پیدا صدق آن در ϕ که بار n از

n = Θ(ϵ−2 log(1/δ))

است. ϵ حداکثر 1− δ احتمال به ما تخمین خطاي آنگاه

ضربی صورت به چرنوف نابرابري 8
.Pr(Xi = 1) = pi و هستند دودویی و Xnمستقل ، . . . ،X1 تصادفی متغیرهاي آن در Xکه = X1+ . . .+Xn کنید فرض 3 قضیه

آنگاه .µ = EX کنید تعریف
Pr(X ≥ rµ) ≤ (r−rer−1)µ if r ≥ 1

و
Pr(X ≤ rµ) ≤ (r−rer−1)µ if 0 < r ≤ 1.

4satisfying probability
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از عبارتند 0 ≤ δ ≤ 1 ازاي به بالا نابرابریهاي ساده�تر فرم

Pr(X ≥ (1 + δ)µ) ≤ e−δ2µ/3, Pr(X ≥ (1− δ)µ) ≤ e−δ2µ/2.

دوجمله�اي متغیر میانه 9
مقدار با تصادفی متغیر ریاضی امید یکسان)، توزیع با دودویی مستقل متغیرهاي (مجموع دوجمله�اي متغیرهاي در که می�دهد نشان زیر قضیه�ي

ندارد. فرقی تصادفی متغیر میانه�ي

Pr(Xi = 1) = m/n و هستند دودویی و Xnمستقل ، . . . ،X1 تصادفی متغیرهاي آن در Xکه = X1+. . .+Xn فرضکنید 4 قضیه
یعنی است، X میانه m آنگاه .0 ≤ m ≤ n و است صحیحی عدد m آن در که

Pr(X < m) < 1/2, Pr(X > m) < 1/2.

هفدینگ نابرابري 10
متغیرها تمام که است بیشتر موقعی میانگین مقدار از بودن دور احتمال باشد، مستقل دودویی متغیر تعدادي Xمجموع اگر که داد نشان هفدینگ

باشند. داشته یکسان توزیع

X ′
n ، . . . ،X ′

1 و Xn ، . . . ،X1 تصادفی متغیرهاي آن در که X ′ = X ′
1 + . . .+X ′

n و X = X1 + . . .+Xn کنید فرض 5 قضیه
آنگاه .Pr(X ′

i) = EX/n و هستند دودویی و مستقل

Pr(X ′ ≤ m) ≤ Pr(X ≤ m) if m ≤ EX − 1, Pr(X ′ ≥ m) ≤ Pr(X ≥ m) if m ≥ EX + 1.

تصادفی متغیر دو کردن جفت 11
آنگاه .Pr(Xi) = p و هستند دودویی و Xnمستقل ، . . . ،X1 تصادفی متغیرهاي آن در Xکه = X1 + . . .+Xn کنید فرض 6 قضیه

داریم ،n و 0 بین صحیح m ازاي به

Pr(X ≤ m) = (n−m)

(
n

m

)∫ 1

x=p

xm(1− x)n−m−1dx.

انتخاب 1 و 0 بین یکنواخت مستقل تصادفی عدد n که کنید فرض می�کنیم. استفاده 5 کردن جفت جالب روش از قضیه این اثبات براي اثبات:
کنید تعریف ایورسون نماد طبق حال می�نامیم. Yn ، . . . ،Y1 را آنها و می�کنیم

X
(x)
i = [Yi ≤ x].

طرفی از دارد. را توزیع همان که کرد استفاده X(p)
i از Xi جاي به می�توان وضوح به

Pr(
∑
i

X
(x)
i ≤ m)− Pr(

∑
i

X
(x+dx)
i ≤ m)

باشند. (x, x+ dx] بازه�ي در آنها از تعدادي و باشند [0, x] بازه�ي در Yn ، . . . ،Y1 از تا m که است این احتمال برابر dx → 0 وقتی حد در
n−m از یکی دقیقا که کرد فرض می�توان است کوچک بی�نهایت dx چون و دارد وجود [0, x] بازه�ي داخل متغیرهاي انتخاب براي حالت

(
n
m

)
پس دارد. وجود (x, x+ dx] بازه�ي در دیگر متغیر

Pr(
∑
i

X
(x)
i ≤ m)− Pr(

∑
i

X
(x+dx)
i ≤ m) = (n−m)

(
n

m

)
xm(1− x)n−m−1dx.

2
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انتظار از دور نابرابري یک 12
آنگاه باشند. گسسته یکسان توزیع با مستقل تصادفی متغیرهاي ، . . . ،X2 ،X1 کنید فرض 7 قضیه

Pr(|X1 + . . .+X2n

2n
− α| ≤ |X1 + . . .+Xn

n
− α|) > 1/2.

فقط نه و α مقدار هر ازاي به که است این است انتظار از دور نابرابري این باره�ي در چه آن می�گذاریم. خواننده براي تمرین عنوان به را آن اثبات
است. درست α = EX1

باز مساله�ي یک 13
هستند. باز چنان هم آنها مورد در ساده سوالات بعضی می�دانیم، مستقل متغیرهاي جمع درباره�ي چیزها خیلی که این وجود با

آنگاه باشند، 1 برابر ریاضی امید داراي یک هر نامنفی مستقل تصادفی متغیرهاي Xn ، . . . ،X1 اگر حدس8

Pr(X1 + . . .+Xn < n+ 1/(e− 1)) ≥ 1/e.

.[1] است زده گرافها درجه�ي میانگین تخمین با رابطه در 6 فایگه را حدس این
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