
میرزاخانͬ مریم ریاضͬ های پژوهش بر مروری

افتخاری ایمان

مقدمه .١

از مختلفͬ شاخه های دادن پیوند و جدید کاملا́ ایده هایی معرفͬ با میرزاخانͬ مریم دکتر ریاضͬ کارهای
شاخه هایی است. زده رقم آنها خانوادۀ و ریمان رویه های مطالعه در را مهمͬ بسیار پیشرفت های ریاضیات،
کارهای در شمارشͬ جبری هندسۀ و ͬͺدینامی سیستم های توپولوژی، مختلط، آنالیز هذلولوی، هندسه نظیر

ͬ خورند. م پیوند هم به میرزاخانͬ

حدس از جدید اثباتͬ فراوان، نوآوری های و دیͽر ارزندۀ و مهم نتایج کنار در میرزاخانͬ، مریم دکتری رسالۀ
در کردــ دریافت را فیلدز جایزه ١٩٩٨ سال در آن از اثبات اولین خاطر به کنتسویچ٢ ماکسیم که ـ ویتن١ ادوارد
میرزاخانͬ بعد، سالهای در گرفت. قرار ریاضیدانان از زیادی تعداد توجه مورد زود خیلͬ رساله این داشت. خود
بخشͬ در (و اسͺین۴ با مشترک پروژه ای در سپس و شد (٢٠٠٨) ترستن٣ شار بودن ͷارگودی اثبات به موفق

.(٢٠١٢) گرفت آن از مختلفͬ نتایج و داد توسعه را راتنر۵ نظریه محمدی) با مشترک

بین المللͬ کنگرۀ سوی از ٢٠١۴ سال فیلدز۶ مدال های از ͬͺی که شد باعث ارزشمند پژوهش های این
گیرد. لقب جایزه این کنندۀ دریافت ایرانͬ اولین و زن اولین او تا گیرد، تعلق میرزاخانͬ به ریاضیدانان

طور به را میرزاخانͬ مهم قضایای از تعدادی صورت بندی برای لازم پیش نیازهای از برخͬ نوشتار این در
است خارج کاملا́ نوشتار این حوصلۀ از ایشان مقالات در به کاررفته ایده های بیان کرد. خواهیم مرور خلاصه
علاقمند ایرانͬ خوانندۀ امیدواریم وجود این با ͬ طلبد. م را ریاضͬ نظریات از برخͬ با خواننده بیشتر آشنایی و

کند. پیدا میرزاخانͬ ریاضͬ کارهای با حداقلͬ آشنایی نوشتار، این مطالعۀ با

تلاش (۵ و ۴ ،٣ (بخش های بخش چند در سپس ͬ شود. م آغاز ساده صورت های با مسأله دو طرح با نوشته
بزنیم. گره میرزاخانͬ کارهای به را مسایل این که کرد خواهیم

متفاوت ظاهرهای با مسأله دو .٢

خواننده است خوب که مثالͬ باشد. متغییر ٣ حداقل با مربعͬ فرم ͷی Q کنید فرض اپنهایم. حدس .٢ . ١
مربعͬ فرم باشد، داشته ذهن در

Q٠(x, y, z) = x٢ −
√٢xy +√٣z٢
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صورت به و است x١, . . . , xn متغیرهای دارای Q مربعͬ فرم کلͬ حالت در است.

Q(x١, · · · , xn) =
n∑

i,j=١
aijxixj , aij ∈ R

است. برقرار aij = aji تساوی i, j هر برای که کرد فرض ͬ توان م شود. مͬ داده

A ماتریس اگر ͬ شود م خوانده ناتباهیده و است تناظر در A = [aij ] متقارن ماتریس با Q مربعͬ فرم
اگر گوئیم غیرمعین را Q هستند. ناصفر و حقیقͬ A ویژۀ مقادیر همۀ باشد ناتباهیده Q اگر باشد. ناتباهیده
آن به بالا در که Q٠ مربعͬ فرم به وابسته ماتریس مثال عنوان به نباشد. یͺسان ویژه مقادیر این همۀ علامت

ناتباهیده و معین غیر ماتریس شد، اشاره

A٠ =

 ١ −
√٢
٢ ٠

−
√٢
٢ ٠ ٠
٠ ٠ √٣


است: شرح بدین [۵] رسید اثبات به مارگولیس توسط نهایتا که اپنهایم حدس است.

:(١٩٨۶) مارگولیس٨ قضیۀ ‐(١٩٢٩) اپنهایم٧ حدس :(٢-١)
مضربی Q اگر تنها و اگر است چͽال R در Q تحت Zn تصویر باشد، غیرمعین و ناتباهیده Q مربعͬ فرم اگر

نباشد. صحیح ضرایب با مربعͬ فرم ͷی از

معین غیر و ناتباهیده مربعͬ فرم مثلا

Q٠(x, y, z) = x٢ −
√٢xy +√٣z٢

در Q٠ تحت Z٣ تصویر که این دادن نشان اما نیست، صحیح ضرایب با مربعͬ فرم ͷی از مضربی وضوح به
دارد. پنهان خود در را مارگولیس اثبات دشواری های از بسیاری است چͽال R

ͬ خواهیم م کنیم صحبت میرزاخانͬ پژوهش های با آن ارتباط و مارگولیس اثبات مورد در که آن از پیش
باشیم. داشته متفاوت ظاهر در مسأله ͷی به نگاهͬ

شدن ساده تر برای بͽیرید. نظر در P ضلعͬ چند ͷی محدب. های ضلعͬ چند در بیلیارد مسأله .٢ . ٢
اگر بͽیرید. نظر در بیلیارد صفحۀ عنوان به را P باشند. π از گویایی مضارب P زوایای تمام کنید فرض مسأله
در و برابر زاویه ای با (P اضلاع (یعنͬ کناره ها با برخورد بار هر از پس شود ͷشلی صفحه در بیلیارد توپ ͷی
و اصطͺاک وجود (عدم ایده آل شرایط فرض با ͬ دهد. م ادامه را خود مسیر و ͬ شود م منعکس معکوس جهت
در که بیلیارد توپ ͷی مسیر ١ شͺل در ͬ کند. م پیدا ادامه بی نهایت تا توپ مسیر برخوردها) در انرژی اتلاف
هفت اضلاع با برخورد بار ۴٠٠ از بیش از پس است شده ͷشلی مختلف زاویه چند با منتظم ضلعͬ هفت ͷی
در که این جمله از پرسید. ͬ توان م مختلفͬ سؤال های توپ مسیر مورد در است. شده کشیده تصویر به ضلعͬ

کرد. خواهد مسیر طͬ متناوب مسیر ͷی در توپ صورت چه

ͷنزدی مدتͬ تا آنها مسیر شوند ͷشلی جهت ͷی در و هم به ͷنزدی فاصله ای در توپ دو اگر که کنید توجه
زمان گذشت از پس است ممͺن البته ͬ کند. م پیدا ادامه ثابت فاصله ای حفظ با و یͺدیͽر موازات به هم، به
پیچیده باعث موضوع این شوند. متفاوت کاملا́ مسیر دو این P از مختلفͬ اضلاع با برخورد دلیل به طولانͬ

ͬ شود. م مسأله این بررسͬ شدن
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Billiards in Regular Polygons

sides 7

steps 400

400

angle 0.0225

0.0225

Mathematical billiards consists of a ball bouncing with no friction against the sides of a plane or 
higher-dimensional object. In this Demonstration, the figure is a regular polygon. The trajectories 
show interesting behavior related to dynamical systems theory.

THINGS TO TRY

Drag Locators  ‰ Slider Zoom ‰ Gamepad Controls  ‰ Automatic Animation

Billiards in Regular Polygons

sides 7

steps 376

376

angle 0.0152

0.0152

Mathematical billiards consists of a ball bouncing with no friction against the sides of a plane or 
higher-dimensional object. In this Demonstration, the figure is a regular polygon. The trajectories 
show interesting behavior related to dynamical systems theory.

THINGS TO TRY

Drag Locators  ‰ Slider Zoom ‰ Gamepad Controls  ‰ Automatic Animation

Billiards in Regular Polygons

sides 7

steps 500

500

angle 1.1952

1.1952

Mathematical billiards consists of a ball bouncing with no friction against the sides of a plane or 
higher-dimensional object. In this Demonstration, the figure is a regular polygon. The trajectories 
show interesting behavior related to dynamical systems theory.

THINGS TO TRY

Drag Locators  ‰ Slider Zoom ‰ Gamepad Controls  ‰ Automatic Animation

Billiards in Regular Polygons

sides 7

steps 500

500

angle 1.1992

1.1992

Mathematical billiards consists of a ball bouncing with no friction against the sides of a plane or 
higher-dimensional object. In this Demonstration, the figure is a regular polygon. The trajectories 
show interesting behavior related to dynamical systems theory.

THINGS TO TRY

Drag Locators  ‰ Slider Zoom ‰ Gamepad Controls  ‰ Automatic Animation

۴٠٠ حدود از پس و متفاوت ͷشلی زاویه چهار برای منتظم ضلعͬ ٧ ͷی در بیلیارد توپ مسیر :١ شͺل
برخورد.

مسیر بی نهایت آن از کم فاصله در و آن موازات به کنیم، پیدا توپ برای تناوبی مسیر ͷی اگر وجود، این با
طول با غیرمعادل متناوب مسیرهای تعداد هستند. معادل هم با واقع در که شد خواهد یافت دیͽر تناوبی
مورد در سوال ها اولیه ترین از ͬͺی مقدمه، این با ͬ دهیم. م نشان nP (ℓ) با را P بیلیارد صفحۀ در ℓ حداکثر

کرد. فرمول بندی زیر صورت به ͬ توان م را بیلیارد مسأله

حدس: (٢-٢)
به nP (ℓ) مجانبی رفتار ℓ شدن بزرگ با (π به (نسبت گویا زوایای با P چندضلعͬ بیلیارد صفحۀ هر برای

صورت
nP (ℓ) ∼ cp · ℓ٢

است. P ضلعͬ چند به وابسته ثابت مقدار ͷی cP آن در که شود مͬ توصیف

نتایج میان در است. باز همچنان حدس این ،(٢-٢) حدس راستای در توجه قابل پیشرفت های وجود با
،[۶] کرد اشاره میزور٩ هاوارد از زیر قضیه به توان مͬ است، آمده دست به حدس این راستای در که مهمͬ

٩Howard Masur
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به آن اضلاع به نسبت مستطیل های انعکاس از که ای شبͺه در مستطیل ͷی در بیلیارد توپ مسیر :٢ شͺل
شود. مͬ تبدیل مستقیم خط ͷی به آید مͬ دست

:[٧]

میزور: قضیۀ (٢-٣)
که طوری به دارند وجود c٢ و c١ ثابت اعداد گویا ضرایب با P ضلعͬ چند هر برای

c١ℓ٢ < nP (ℓ) < c٢ℓ٢

است: (٢-٢) حدس مورد در شده دانسته نتیجه بهترین [٢] زیر قضیه

:(٢٠١٢) محمدی میرزاخانͬ‐ اسͺین‐ قضیۀ (۴-٢)
حد دیͽر عبارت به است. برقرار میانگین طور به گویا زوایای با P ضلعͬ چند هر برای ٢-٢ حدس

cP = lim
ℓ→∞

١
log ℓ

∫ ℓ

٠
nP (x)

x٣ dx

دارد. وجود P ضلعͬ چند هر برای

مورد اپنهایم حدس اثبات برای که دارد ابزاری به زیادی شباهت های ٢-۴ قضیه اثبات برای لازم ابزار
میرزاخانͬ و اسͺین توسط ٢٠١٢ سال در است معروف راتنر١٠ نظریه به که ابزار این گرفت. قرار استفاده
در کند. ایجاد را (٢-٢) حدس جنس از مسایلͬ به حمله امͺان تا یافت تعمیم ملاحظه ای قابل میزان به
مفید وجود این با گشت. خواهیم باز موضوع این به لازم مقدمات از پاره ای مرور از پس و بعدی فصل های
ͬ کنیم. م صحبت مستطیل شͺل بیلیارد صفحه ͷکلاسی مثال مورد در کمͬ بخش این اتمام از قبل که بود خواهد

را توپ که آن جای به برسد. بیلیارد مستطیل اضلاع از ͬͺی به بار اولین برای توپ مسیر کنید فرض
دهیم اجازه توپ به و کنیم منعکس ضلع به نسبت را بیلیارد صفحه ͬ توانیم م کنیم، منعکس ضلع به نسبت
از که ͬ رسیم م صفحه در مستقیم مسیری به روند این ادامۀ با کند. طͬ جدید صفحه در را خود مستقیم مسیر
آمده اند. دست به اولیه مستطیل از انعکاس تعدادی با مستطیل ها این از ͷی هر ͬ گذرد. م مختلفͬ مستطیل های
مستطیل های این از است. تشخیص قابل صفحه در مستطیل نوع چهار ͬ شود م دیده نیز شͺل در که گونه همان
شͺل به ناحیه هر که طوری به گرفت ͬͺی Z٢ با را آن و داد تشͺیل شبͺه ای ͬ توان م شده چیده هم کنار در

١٠Ratner theory
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دست به چنبره ͷی شود، مͬ مشخص Z٢ ⊂ R٢ توسط که مربعͬ در روبرو اضلاع کردن ͬͺی از :٣ شͺل
شوند. مͬ تبدیل آن های ͷژئودزی به شبͺه خطوط که آید مͬ

ͬ توان م سادگͬ به باشد. مختلف انواع از بیلیارد صفحۀ ۴ از اجتماعͬ R٢ در [m,m + ١] × [n, n + ١]
مساحت به بیضͬ یا گوی در صحیح مختصات با نقاط تعداد با است برابر حالت این در nP (ℓ) که کرد مشاهده
حدس اثبات نکته، این به توجه با دارد. بستگͬ شده انتخاب مستطیل به که است ثابتͬ λP آن در که λP ℓ٢

نیست. دشوار حالت این در (٢-٢)

چنبره ͷی به ͬ شود، م مشخص Z٢ ⊆ R٢ توسط که ١ × ١ مربع های از ͬͺی مقابل اضلاع کردن ͬͺی با
مستقیم˃ــ مسیری واقع در توپ مسیر است. یͺریخت R٢/Z٢ قسمتͬ خارج فضای با که ͬ رسیم م سوراخه ͷی
که است آن کردیم مشاهده بالا در آنچه بیان، این به است. چنبره این روی ͷژئودزی ͷی دیͽر عبارت به یا
هستند غیرمعادل که چنبره) روی موضعͬ ایزومتری های توسط R نگاشتن های (یعنͬ بسته ژئودزیͷ های تعداد

.cℓ٢ با است مجانب دارند ℓ از کمتر طولͬ و

رویه ها روی تناوبی مسیرهای شمارش .٣

دار جهت مرز) بدون و (فشرده بسته رویه تنها شدیم مواجه آن با قبل بخش انتهای در که تک حفره ای چنبره
ͬ کند م مشخص را R٢/Λ چنبره Λ ⊆ R٢ شبͺه هر واقع در داد. قرار تخت ساختاری ͬ توان م آن روی که است
نقاط با تناظر در شبͺه هایی چنین ͬ دهد. م شده یاد چنبره روی تخت ساختار ͷی هم R٢ روی تخت ساختار و

هستند. GL٢(R)/GL٢(Z)

ͬ شوند. م مشخص آنها حفره های) تعداد (یا گونه با و هستند متنوع تر البته جهت پذیر بعدی دو بسته رویه های
در آنکه مͽر گذاشت ͬ توان نم رویه روی تختͬ ساختار هیچ g > ١ اگر ͬ شود. م داده نشان g با معمولا˟ گونه این
صحیح اعداد دنباله و باشد تباهیده نقطه n در دقیقا تخت ساختار اگر شود. مشاهده تباهیدگͬ نقطه ها از تعدای
خواهیم گشت) بازخواهیم تباهیدگͬ این تعریف (به دهد نشان را تخت ساختار تباهیدگͬ (d١, · · · , dn)

داشت:
d١ + d٢ + · · ·+ dn = ٢g − ٢

گونه با های رویه یعنͬ است: هذلولوی ساختار ͷی g > ١ گونه با رویه های روی طبیعͬ ساختار واقع در
بالا نیم صفحه هندسه با موضعاً که هستند هندسه ای دارای g > ١

H = {(x, y) ∈ R٢|y > ٠}
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آن. روی هذلولوی هندسه و پوانکاره ͷدیس :۴ شͺل

پوانکاره واحد ͷدیس معادلا یا و آن روی dx٢+dy٢
y ͷمتری و

D = {(x, y) ∈ R٢|x٢ + y٢ < ١}
قطاع ها) ͷژئودزی) مستقیم خطوط پوانکاره ͷدیس در ͬ شود. م داده آن روی dx٢+dy٢

١−x٢−y٢ هذلولوی ͷمتری با
در اند. شده داده نمایش ۴ شͺل در ها دایره این از برخͬ عمودند. واحد دایره بر که هستند هایی دایره های
یاد مثلث مساحت با تناسب در دقیقا تفاوت این و است π از کمتر مثلث ͷی زوایای مجموع هذلولوی هندسه

است. شده

ایزومتری ها از بزرگͬ نسبتاً گروه است معروف هذلولوی ͷمتری به که بالا صفحه نیم روی شده یاد ͷمتری
گروه بر انطباق قابل بودن) جهت پذیر فرض (با ایزومتری ها از گروه این دارد.

PSL٢(R) =
SL٢(R)
± [ ١ ٠٠ ١ ]

=

{[
a b
c d

]
|a, b, c, d ∈ R, ad− bc = ١

}
± [ ١ ٠٠ ١ ]

az+b
cz+b ∈ C به نقطه این نگاشتن با H ⊆ C از z نقطۀ روی گروه این از σ =

[
a b
c d

]
عضو عمل است.

.σ(z) ∈ H ͬ دهد م نتیجه ١ = ad− bc شرط که کنید توجه میشود. تعریف

Λ عمل اولا˟ که یافت PSL٢(R) از Λ مانند گروه هایی زیر ͬ توان م g > ١ گونه با S رویه هر ازای به
باشد. موجود S به H/Λ از یͺریختͬ ͷی ثالثاً و باشد متناهͬ vol(H/Λ) حجم ثانیاً و باشد گسسته H روی
گروه با ایزومورف مجرد، گروه ͷی عنوان به Λ که کنید توجه هستند. متنوع بسیار البته زیرگروه هایی چنین
القا S = H/Λ روی (ͷمتری ͷی جمله از (و هذلولوی ساختار ͷی H هذلولوی ساختار است. S بنیادی
چنین خانواده بالا. شرایط با Λ گروه زیر ͷی با است متناظر S روی هذلولوی ساختار هر برعکس، کند. مͬ
ساختار معنا این به .۶g − ۶ بعد از است خمینه ای و دارد زیبایی و غنͬ هندسͬ ساختار خود ساختارهایی
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تخت. ساختاری نه و است هذلولوی ساختاری g > ١ گونه با رویه ͷی روی هندسͬ طبیعͬ

داده نسبت شͺل مستطیل بیلیارد میز به که R٢/Z٢ تخت رویه روی مسیرهای بازگردیم، بیلیارد مسأله به اگر
ͬ کنیم م یادآوری آن. بسته ژئودزیͷ های متناوب، مسیرهای و هستند چنبره این ژئودزیͷ های واقع در ͬ شود م
ℓ از کمتر طول با بسته ژئودزیͷ های تعداد مورد در هستند. رویه به R از موضعͬ ایزومتری های ژئودزیͷ ها که
با را آن که تعداد این که ͬ دانستند م ریاضیدانان پیش سال هفتاد از بیش از S = H/Λ شͺل به رویه ͷی روی
اعداد قضیه به اول، اعداد قضیه به آن تشابه علت به قضیه، این .eℓ/ℓ با است مجانب ͬ دهیم م نشان NΛ(ℓ)

است. معروف ژئودزیͷ ها برای اول

مسأله ͬ کنند، نم قطع را خود یعنͬ هستند، ساده که بپرسیم ژئودزیͷ هایی مورد در را سوال همین اگر اما
با را آن و است، ℓ از کمتر آنها طول که بسته و ساده ژئودزیͷ های تعداد مجانبی رفتار ͬ شود. م پیچیده بسیار
مهم دستاوردهای از ͬͺی زیر زیبای قضیۀ بود. خواهد NΛ(ℓ)متفاوت مجانبی رفتار با دهیم، مͬ نشان nΛ(ℓ)

.[١٠] است میرزاخانͬ مریم دکتری رسالۀ عمیق و

میرزاخانͬ(٢٠٠۴): قضیۀ (٣-١)
است. ثابت ͷی cΛ آن در که cΛℓ۶g−۶ با است مجانب nΛ(ℓ)

است! هذلولوی رویه های روی بسته ساده ژئودزیͷ های برای اول اعداد قضیه واقع در (٣-١) قضیۀ

مریم اثبات ساختارهایی، چنین همه نه و ͬ شود، م مربوط خاص هذلولوی ساختار ͷی به قضیه این هرچند
ͬ شود. م گفته تاشمولر١١ فضای آن به که است ساختارهایی چنین خانواده مطالعه طریق از بالا قضیۀ از میرزاخانͬ
فضای روی است Modg یا ،g رویه گونه ͷی برای نگاشت١٢ های رده گروه همان که فضا این اتومورفیسم های

است: g گونه ریمان رویه های پرمایش١٣ فضای آن قسمت خارج و ͬ کند م عمل Tg تاشمولر

Mg = Tg/Modg

ͷی کرد. فرض S روی مختلط ساختار ͷی ایزومورفیسم کلاس ͬ توان م معادل طور به را Mg از نقطه هر
انتخاب که بود کرده مشاهده ریمان ͬ گویند. م ریمان رویه ͷی را مختلط ساختار ͷی همراه به بعدی دو رویه
های رویه پرمایش فضای معنا بدین Mg لذا دارد. بستگͬ (Modulus) یا پارامتر ۶g− ۶ به ریمان رویه ͷی

است. g گونه ریمان

بوده اند. عمیقͬ بسیار ریاضͬ مطالعات موضوع و دارند اسرارآمیزی و جالب هندسͬ ساختارهای Tg و Mg

جمله از میرزاخانͬ مریم کارهای و است زیاد نسبتا هستند مرتبط Mg مطالعه به که فیلدزی مدال های تعداد
ͬ پردازیم. م Tg و Mg به مربوط ریاضیات از قسمتͬ شرح به بهانه این به و اینجا در آنهاست. مهم ترین

از Λ زیرگروه ترویج کلاس با ساختار این باشد، داشته H/Λ صورت به هذلولوی ساختاری S رویه اگر
ͷی دارد نابدیهͬ هموتوپی کلاس که باشد S روی بسته ساده خم ͷی γ اگر ͬ شود. م مشخص PSL٢(R)
در که بسته ای ساده خم ٣g− ٣ مجموعۀ اگر مقدمه این با ͬ آید. م دست به S روی γ کلاس در یͺتا ͷژئودزی
ͬ آید م دست به ͷژئودزی ͷی آنها از ͷی هر کلاس در بͽیریم، نظر در S روی را است شده داده نشان ۵ شͺل
تعداد ببریم γ١, · · · , γ٣g−٣ روی را S اگر ͬ دهد. م را (ℓ١, ℓ٢, · · · , ℓ٣g−٣) طول های مجموعه آنها طول که
ͷژئودزی ٣ از آن مرز و دارد هذلولوی ساختار است، شلوارک ͷی شبیه ͷی هر که ͬ آید م دست به قطعه ٢g−٢
هر هذلولوی ساختار که ͬ گوید م هذلولوی هندسه در دشواری چندان نه قضیه است. شده تشͺیل بسته ساده

١١Teichmüller space
١٢Mapping Class Group
١٣Moduli space



افتخاری ایمان ٨

٢g − ٢ به و برید بسته ساده ͷژئودزی ٣g − ٣ روی از توان مͬ را g گونه از هذلولوی رویه ͷی :۵ شͺل
کرد. تجزیه هذلولوی شلوارک

ساختار (ℓ١, · · · , ℓ٣g−٣) دنبالۀ ترتیب، این به ͬ شود. م مشخص یͺتا طور به آن مرزی مؤلفه ٣ طول با شلوارک
ͬ کند. م تعیین شلوارک ها روی را هذلولوی

دارد. وجود دوران ͷی حد در عملͬ آزادی اما γ١, · · · , γ٣g−٣ خم های روی شلوارک ها بازچسباندن برای
ندارد، وجود θi زاویۀ سنجیدن برای مرجحͬ مبدأ هرچند دهیم، نشان θi با را γi دوران به مربوط پارامتر اگر

مختصات دستگاه ترتیب این به است. تعریف خوش ثابت ͷی کردن اضافه حد در پارامتر این اما

(ℓ١, ℓ٢, · · · , ℓ٣g−٣, θ١, θ٢, · · · , θ٣g−٣)

معلوم اینجا از حقیقͬ. است عددی θi هر و است مثبت و حقیقͬ عددی ℓi هر که ͬ آید م دست به Tg روی
با را آن توان مͬ شده یاد مختصات دستگاه از استفاده با که است بعدی ۶g − ۶ خمینه ͷی Tg که ͬ شود )م

R>٣(٠g−٣ × R٣g−٣

شود. مͬ گفته فنشل‐نیلسن١۵ یا نیلسن١۴ مختصات دستگاه مختصات، دستگاه این به گرفت. ͬͺی

عقب آن دامنه روی بر ͬ توان م را f برد روی هذلولوی ساختار باشد، S یͺریختͬ ͷی f : S → S اگر
جدید هذلولوی ساختار تفاوت باشد، باهمانͬ ایزوتوپ f اگر آورد. دست به دیͽری هذلولوی ساختار و کشید
نادیده Tg در را تفاوت هایی چنین است. H در مختصات دستگاه کردن عوض حد در اولیه هذلولوی ساختار با
دارد. بستگͬ f ایزوتوپی کلاس به تنها است متفاوت قبل با جدید هذلولوی ساختار در آنچه لذا ͬ گیریم. م
با را آن که دهند مͬ تشͺیل را g گونه رویه ͷی نگاشت های رده گروه ایزوتوپی کلاس های چنین مجموعۀ
بعد از است خمینه ای هم Mg = Tg/Modg لذا و است گسسته گروه ͷی Modg دهیم. مͬ نشان Modg

شود. مͬ گفته g گونه از ریمان های رویه پرمایش فضای آن به کردیم، اشاره که همچنان که، ۶g − ۶
بسته ٢‐فرم ͬ توان م Tg روی

ω = dℓ١ ∧ dθ١ + dℓ٢ ∧ dθ٢ + · · ·+ dℓ٣g−٣ ∧ dθ٣g−٣

١۴Nielsen coordinates
١۵Fenchel-Nielsen coordinates
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برابری طول چسباندن پروسه در متناظر مرزی های مولفه که هذلولوی شلوارک ٢g − ٢ چسباندن از :۶ شͺل
انتخاب حد در عملͬ آزادی مرزی مولفه دو چسباندن هنگام آید. مͬ دست به g گونه از هذلولوی رویه ͷی دارند

دارد. وجود دوران زاویه

زیر عبارت یعنͬ است. ناتباهیده که گرفت نظر در را

ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
بار ٣g − ٣

روی طبیعͬ ای همتافته فرم به ͬ کند، م حفظ را فرم این Modg که آنجا از است. Tg برای حجم عنصر ͷی
کند. مͬ مشخص Mg روی را ω٣g−٣ حجم عنصر خود نوبه به که ͬ رسیم م Mg

آنها طول که ͷژئودزی مرزی مولفه n و g گونه با رویه های روی هذلولوی ساختارهای ͬ توان م روش همین با
Tg(L١, · · · , Ln) تاشمولر فضای کار حاصل کرد. بررسͬ را است شده تعیین L١, · · · , Ln با برابر قبل از

نیلسن مختصات آن روی و دارد ۶g − ۶+ ٢n بعد از خمینه ای ساختار که است

(ℓ١, ℓ٢, · · · , ℓ٣g−٣+n, θ١, θ٢, · · · , θ٣g−٣+n)

با هایی رویه چنین پرمایش فضای علاوه، به است. شده داده هم ω ناتباهیده) و بسته (یعنͬ همتافته فرم دو و
قابل Modg,n یعنͬ مرزی، مولفه n و g گونه با ای رویه نگاشت های رده گروه عمل به تاشمولر فضای تقسیم

است: تعریف
Mg(L١, . . . , Ln) = Tg(L١, . . . , Ln)/Modg,n.

القاء Mg(L١, . . . , Ln) روی را شود مͬ داده نمایش ω با همچنان که همتافته فرم دو ͷی ω همتافته فرم دو
کند. مͬ تعیین Mg(L١, . . . , Ln) روی را ω٣g−٣+n حجم عنصر خود نوبه به هم اخیر همتافته فرم و کند مͬ

کرد: تعریف را Mg(L١, · · · , Ln) حجم ͬ توان م ترتیب این به

Pg,n(L١, · · · , Ln) = vol(Mg(L١, · · · , Ln))

=

∫
Mg(L١,··· ,Ln)

ω٣g−٣+n.

میدهد نشان میرزاخانͬ محاسبات از ͬͺی مثال، عنوان به

P١,١(L) =
١
٢۴ (L

٢ + ۴π٢)
بازگشتͬ روابطͬ میرزاخانͬ بود. شده دانسته Pg,n(٠, ٠, · · · , ٠) تنها میرزاخانͬ دکتری رساله از قبل تا
زیر توجه جالب قضیۀ بازگشتͬ روابط این نتایج جملۀ از آورد. دست به Pg,n(L١, · · · , Ln) محاسبۀ برای

:[٨] است
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:(٢٠٠۴) میرزاخانͬ قضیۀ (٣-٢)
دیͽر عبارت به Q[π]است. در ضرایب و L١, · · · , Ln متغیرهای با جمله ای چند ͷی Pg,n(L١, · · · , Ln)

که طوری به دارند وجود cα١,...,αn گویای اعداد

Pg,n(L١, . . . , Ln) =
∑

α١+···+αn=N−d
d≥٠

cα١,...,αnπ
d (Lα١١ . . . αn

n )

هستند. محاسبه قابل بازگشتͬ روشͬ با Pg,n های ای جمله چند .N = ٣g − ٣+ n آن در که

از و است مرتبط حجم محاسبه این به شͽفت آوری طرز به nΛ(ℓ) مجانبی رفتار مورد در میرزاخانͬ قضیۀ
همۀ اگر نیست. Mg(L١, · · · , Ln) حجم محاسبۀ در پنهان شͽفتͬ تنها ارتباط، این اما ͬ شود. م نتیجه آن
به Mg,n = Mg(٠, · · · , ٠) یعنͬ ریمان، های رویه بندی رده فضای باشند صفر L١, · · · , Ln طول های
از Mg,n خاص فشرده سازی معمولا˟ جبری هندسه در است. جبری هندسه در آشنا موجودی که ͬ آید م دست
ͷی به اکنون که مرزی های مولفه از ͷی هر است. جبری واریته ͷی شبیه که ͬ شود م گرفته نظر در Mg,n

شود. مͬ ساخته هندسͬ روشͬ با که میͺند تعیین Mg,n روی کوهومولوژی کلاس ͷی است شده تبدیل نقطه
دهیم. مͬ نشان ψ١, . . . , ψn با را کوهومولوژی های کلاس این

:(١٩٩٢) کنتسویچ قضیه ویتن‐ حدس (٣-٣)
های ∫انتگرال

Mg,n

ψα١١ . . . ψαn
n

صدق α١ + · · ·+ αn = ٣g − ٣+ n رابطه در که نامنفͬ صحیح اعداد از α١, . . . , αn های دنباله برای
هستند. محاسبه قابل بازگشتͬ روشͬ با کنند مͬ

فیلدز مدال اعطای مهم دلایل از اثبات این و [۴] رسید اثبات به کنتسویچ توسط ١٩٩٢ سال در ویتن حدس
چندجمله ضرایب از تعدادی واقع در ها انتگرال این که داد نشان میرزاخانͬ بود. ١٩٩٨ سال در کنتسویچ به
ترتیب، این به بود. یافته آن بازگشتͬ محاسبه برای روشنͬ راه او که هستند Pg,n(L١, . . . , Ln) حجم های ای

اوست. از [٩] زیر قضیه سریع نتیجه (٣-٣) حدس ،(٣-٢) قضیه از استفاده با

:(٢٠٠۴) میرزاخانͬ قضیه (۴-٣)
داریم آنگاه α١ + · · ·+ αn = N − d و N = ٣g − ٣+ n اگر

cα١,...,αnπ
d =

١
٢N−dd!(N − d)!

∫
Mg,n

ψα١١ . . . ψαn
n ωd.

مسأله چند برای رهیافت ͷی .۴

اهمیت کردیم، مختصری اشاره آنها به دوم بخش در که مقدماتͬ مسأله دو سادگͬ و ذاتͬ زیبایی وجود با
منظری از را مسأله دو این کرد خواهیم سعͬ بخش این در دارد. عمیق تری بسیار دلایل شاید ریاضیدانان نزد آنها
قضایای از دقیق تری صورت ترتیب این به ͬ دهد. م نشان ما به نیز را پنهان دلایل این از برخͬ که کنیم طرح دیͽر
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آورد. خواهیم دست به هم او همͺاران و میرزاخانͬ

اپنهایم حدس اثبات که بودند شده متوجه ریاضیدانان مارگولیس از قبل ͬ رویم. م اول مساله سراغ به ابتدا
متغیر ٣ با مربعͬ فرم های به را خود توجه ادامه در لذا داد. خواهد نتیجه را آن کلͬ حالت n = ٣ حالت در

ͬ کنیم. م معطوف

زیرگروه ͬ توان م Q با متناظر باشد، متغیر ٣ با مربعͬ فرم ͷی Q اگر

HQ = {g ∈ SL٣(R)|Q((x, y, z)g) = Q(x, y, z)}

SL٢(R) با که دارد زیرگروهͬ بالاخص و است بزرگ نسبتاً لͬ گروه ͷی HQ گرفت. نظر در را SL٣(R) از
آنها دترمینان که است R در درایه با k× k ماتریس های گروه SLk(R) که ͬ کنیم م یادآوری است. ایزومورف

.١ با است برابر

یعنͬ است، R٣ در شبͺه ͷی ͬ دهیم م نمایش Λg با را آن که g تحت Z٣ تصویر ،g ∈ HQ عضو هر برای
١ با برابر واقع در و متناهͬ R٣/Λg قسمتͬ خارج فضای طبیعͬ حجم که طوری به R٣ از گسسته زیرگروه ͷی

دهیم قرار اگر واقع در است.

X٣ = {Λ ⊆ R٣|Λ : گسسته زیرگروه و vol(R٣/Λ) = ١},
این ما هدف حالت، این در ͬ کند. م عمل X٣ روی ــ HQ از زیرگروهͬ عنوان به SL٢(R) نتیجه در و ــ HQ

SL٢(R) گروه عمل Z٣تحت مدار نیستند، صحیح فرم ͷی از مضربی فرم هایQکه برای دهیم نشان که است
روی SL٢(R) آن در که است وضعیتͬ به ترجمه قابل نظر مورد مسأله دیͽر، عبارت به است. چͽال X٣ در
دارد. اهمیت ما برای x ∈ X خاص نقطۀ ͷی مدار بررسͬ و ͬ کند م Xعمل مانند همͽن و متقارن فضای ͷی

ͬ گردیم. م باز بیلیارد به و ͬ کنیم م رها وضعیت همین در را بود مواجه آن با مارگولیس که مسأله ای صورت فعلا́
کرد. تکرار را دادیم انجام مستطیل برای آنچه شبیه فرآیندی ͬ توان م هم دلخواه بیلیارد صفحات مورد در

دنباله با ساعتگرد پاد جهت در آن زوایای که باشد محدب ضلعͬ k ͷی P کنید فرض مقصود این برای
n١π
m١

,
n٢π
m٢

, . . . ,
nkπ

mk

مͬ ترتیب این به ,m١باشد. . . . ,mk صحیح اعداد مشترک مضرب Mکوچͺترین کنید فرض شود. مͬ داده
مجموعه در هایی زاویه با متناظر آن مختلف اضلاع جهت که داد قرار اقلیدسͬ صفحه در ای گونه به را P توان

}زوایای
πi

٢M
∣∣∣ i = ٠, ١, . . . , ٢M − ١

}
باشند.

شماره ١, . . . , ٢M اعداد با را P چندضلعͬ از نسخه ٢M و کنید تثبیت را ٠ < θ < π
M دلخواه زاویه

روی اقلیدسͬ استاندار جهت با مطابق دارند فرد اندیس که هایی نسخه روی گذاری جهت کنید. گذاری
مͬ انتخاب اقلیدسͬ استاندارد جهت مخالف دارند زوج اندیس که هایی نسخه روی گذاری جهت و صفحه

زوایای مجموعه در ضلعͬ چند اضلاع به مربوط های جهت به نسبت θ های انعکاس }شود.
θ ± iπ

M

∣∣∣ i = ٠, ١, . . . ,M − ١
}
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P

P
e

i

j

تا دهیم مͬ انعکاس e ضلع به نسبت را شود مͬ مشخص θi زاویه با Pi چندضلعͬ در که خطͬ :٧ شͺل
چسبانیم. مͬ هم به e ضلع روی را Pj و Pi صورت این در آید. دست به θj زاویه با خطͬ

دهیم مͬ قرار گیرند. مͬ قرار

θj = θ − (−١)j
⌊
j
٢
⌋
π

M
, j = ١, . . . , ٢M.

یاد ضلع به نسبت را θi جهت با خطͬ و کنیم مͬ نگاه نامیم مͬ e را آن که Pi چندضلعͬ اضلاع از ͬͺی به حال
چندضلعͬ در e ضلع صورت این در بود. خواهد θj زاویه ͷی با تناظر در جدید خط دهیم. مͬ انعکاس شده
P١, . . . , P٢M های چندضلعͬ اضلاع ترتیب این به چسبانیم. مͬ Pj چندضلعͬ در e با متناظر ضلع به را Pi

تخت ساختاری ها چندضلعͬ رئوس مͺمل در که دهند مͬ دست به را ای رویه و چسبند مͬ هم به دو به دو
مجموع واقع در باشد. تباهیده است ممͺن تخت ساختار ها چندضلعͬ رئوس در دارد. اقلیدسͬ ای هندسه و
در که این به توجه با .٢niπ با است برابر هستند تناظر در P چندضلعͬ ام i راس با که هایی نقطه در زوایا
چسبند، مͬ هم به رویه در دارند خود همراه niπ

mi
با برابر ای زاویه ͷی هر که ام i راس از نسخه ٢M مجموع

مͬ مشاهده رویه روی ام iراس از نسخه M
mi

دقیقا چسباندن، فرآیند اتمام از پس که دهد مͬ نشان بالا مشاهده
شود.

ͷیP١, . . . , P٢M های ضلعͬ چند که کنید توجه نامیم. SPمͬ را آید مͬ دست به ترتیب این به که ای رویه
M( ١

m١ +· · ·+ ١
mk

) و ضلع kM بعدی، دو سلول ٢M دارای که دهند مͬ دست به SPرا رویه از بندی سلول
به را زیر رابطه SP برای اویلر شاخص محاسبه با دهیم gP با را SP رویه گونه اگر ترتیب این به است. راس

آوریم: مͬ دست

٢− ٢gP =M

(
٢− k +

k∑
i=١

١
mi

)

=M
k∑

i=١

١− ni
mi

.

است برابر P ضلعͬ k در زوایا مجموه که است واقعیت این از ای نتیجه تساوی آخرین برقراری که کنید توجه
.(k − ٢)π با
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با است برابر هستند P چندضلعͬ ام i راس با تناظر در که SP روی نقطه M
mi

در تخت ساختار تباهیدگͬ
،ni−١ آن در که آید دست به مثبت صحیح اعداد از (d١, · · · , dn) دنبالۀ ͷی P با متناظر این بنابر .ni−١
دارای نقطه n مͺمل در که است رویه ای SP دیͽر عبارت به گردد. مͬ تکرار مرتبه M

mi
بودن، مثبت شرط به

این در .٢π(di + ١) با است برابر ام i نقطه در زوایا مجموع ها نقطه این با متناظر و است تخت ساختاری
رابطه در SP رویه گونه صورت،

gS =
٢+ d١ + · · ·+ dn

٢
کند. مͬ صدق

تناظر در (d١, · · · , dn) دنباله با آنها تخت ساختار تباهیدگͬ که را تختͬ رویه های چنین تمام خانواده
و بدهد را SP ∈ H(d١, · · · , dn) رویه P چندضلعͬ اگر ͬ دهیم. م نمایش H(d١, · · · , dn) با است
تخت ساختار درنتیجه و P چندضلعͬ روی تخت ساختار باشد، دلخواه عضوی σ =

(
a b
c d

)
∈ SL٢(R)

را تباهیدگͬ نقاط در تخت ساختار تباهیدگͬ البته کار این داد. تغییر σ از استفاده با توان مͬ را SP رویه روی
جدید رویه ترتیب این به دهد. نمͬ تغییر

σ(SP ) ∈ H(d١, · · · , dn)

ͬ آید. م دست به H(d١, · · · , dn) روی SL٢(R) گروه عمل ͷی روش این با دیͽر، عبارت به آید. مͬ دست به

مختلط ساختار روی از واقع در که ͬ دهد م دست به آن روی طبیعͬ مختلط ساختار ͷی SP تخت ساختار
هم نقاط این به راحتͬ به است شده تعریف تباهیده نقاط مͺمل در که ساختار این ͬ شود. م ساخته P ⊆ C
ͷی ترتیب این به است. ٢π از صحیحͬ مضرب تباهیده نقاط این در زوایا مجموع که چرا ͬ یابد م گسترش
که کرد فکر هم Mg از XP عضو عنوان SP به ͬ توان م و ͬ شود م ساخته SP روی طبیعͬ مختلط ساختار
توسعه قابل dz٢ مربعͬ فرم باشد، P چندضلعͬ روی مختلط مختصات z اگر علاوه، به .g = ٢+d١+···+dn٢
مرتبه از صفری دارای di مرتبه از تباهیدگͬ نقاط در که است XP ریمان رویه روی تحلیلͬ مربعͬ فرم ͷی به
(Mg از عضوی عنوان XP(به ریمان رویۀ روی تعریف خوش تحلیلͬ مربعͬ فرم ͷی ترتیب این به است. di

دهیم قرار اگر ͬ دهیم. م نمایش σP با را آن که ͬ آید م دست به

QMg =
{
(X,σ)|X ∈ Mg, σ : X روی تحلیلͬ مربعͬ فرم

}
ͬ آوریم م دست به را زیر صورت به نگاشتͬ

H(d١, · · · , dn) −→ QMg

SP −→ (XP , σP )

H(d١, · · · , dn) لذا ͬ کند. م مشخص یͺتا طور به SPرا روی تخت ساختار (XP , σP ) که است آن جالب نکتۀ
تحلیلͬ پادمماس فضای واقع در و Mg روی تاری فضای ͷی خود (که است QMg از فضایی زیر واقع در

است). آن

ͬ کنند: م افراز را QMg ،H(d١, · · · , dn) زیرفضاهای

QMg =
⨿

d١+···+dn=٢g−٢
H(d١, · · · , dn)

ͬ یابد. م توسعه QMg کل روی گروه این عمل به زیرفضاها، این روی SL٢(R) گروه عمل و

عمل بسته مدارهای از موثر شناخت که ͬ دانستند م ریاضیدانان او همͺاران و میرزاخانͬ کار از پیش مدت ها
بیلیارد مسأله شباهت داد. خواهد دست به بیلیارد مسأله مورد در توجهͬ قابل QMgاطلاعات روی SL٢(R)
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مͬ مشخص را تباهیدگͬ) متناهͬ (با تخت رویه ͷی که موازی دو به دو اضلاع با ضلعͬ چند دو :٨ شͺل
کنند.

چسباندن باز و مستقیم خطوط روی بریدن با هستند. واحدی تخت رویه با تناظر در ضلعͬ چند دو این :٩ شͺل
رسید. دیͽری به چندضلعͬ دو از ͬͺی از توان مͬ متفاوت اضلاعͬ روی

دارد. ریشه نکته درهمین دقیقاً هم ریاضیات در جالب مسایل از دیͽر برخͬ و اپنهایم حدس با

کامل توضیح هرچند بͺند؟ تواند مͬ بیلیارد مساله فهم به ͬͺکم چه QMg روی SL٢(R) گروه عمل اما
نقش حدودی تا که کنیم ارائه شواهدی که کنیم مͬ سعͬ ادامه در است، خارج نوشتار این حوصله از نکته این

کنند. مͬ مشخص را SL٢(R) گروه عمل

صفحه در Q چندضلعͬ توان مͬ باشد، نقطه) متناهͬ تعداد در (تباهیده تخت ساختار با ای رویه S اگر
اضلاع چسباندن از پس که طوری به باشند موازی هم با دو به دو آن اضلاع که کرد انتخاب چنان را اقلیدسͬ
از نمونه دو ٨ شͺل باشد. S همان آید مͬ دست به تباهیدگͬ) متناهͬ (با که تختͬ رویه یͺدیͽر، به Q موازی
البته Q چندضلعͬ انتخاب هستند. ٢ گونای با ای رویه با تناظر در که دهد مͬ نشان را هایی چندضلعͬ چنین
چندضلعͬ دو بالاخص، گرفت. نظر در را متنوعͬ های چندضلعͬ توان مͬ S تخت رویه با متناظر و نیست یͺتا
ͷی با که مختلفͬ های چندضلعͬ هستند. واحدی تخت رویه با تناظر در اند شده داده نشان ٨ شͺل در که
تبدیل یͺدیͽر به مستقیم خط تعدادی روی مجدد چسباندن و بریدن با توان مͬ را هستند تناظر در واحد رویه

است. شده داده نشان مثال ͷی در ٩ شͺل در فرآیند این نمود.
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در شود. مͬ عوض ها ͷژئودزی طول نتیجه در و تخت ساختار SL٢(R) اعضای عمل تحت :١٠ شͺل
نیستند. عمود هم بر دیͽر حالا بودند عمود هم بر قبلا که خط دو واقع،

دو همچنان آن اضلاع که است دیͽری چندضلعͬ σ تحت Q تصویر باشد، SL٢(R) از عضوی σ اگر
مͬ حاصل R٢ روی تختͬ ساختار از جدید رویه روی تخت ساختار این بر علاوه هستند. موازی هم با دو به
دستگاه σ تحت R٢ استاندارد مختصات دستگاه تصویر دیͽر، عبارت به شود. مͬ تعیین σ توسط که شود
به شباهتͬ اول نگاه در که دهد مͬ است) تخت ساختاری به مجهز (که جدید رویه روی متعامدی مختصات
جدید تخت دستگاه از استفاده با و جدید چندضلعͬ این مقابل اضلاع چسباندن با ندارد! متعامد دستگاه ͷی
QMg روی SL٢(R) عمل از هندسͬ تصویری دیͽر، عبارت به آید. مͬ دست به σ(S) تخت رویه ،R٢ روی
در (که تخت رویه ͷی روی های ͷژئودزی بین است ای رابطه برقراری هستیم آن دنبال به آنچه آید. مͬ دست به
خاص رویه ͷی برای ارتباط این .SL٢(R) گروه عمل تحت مربوطه رویه مدار با است) تباهیده نقطه متناهͬ

شͺل به عضوی عمل است. آمده در نمایش به ١٠ شͺل در

σ =

[ ١ a
٠ ١

]
∈ SL٢(R)

اول چندضلعͬ با متناظر رویه روی که را ای بسته ͷژئودزی و کند مͬ تبدیل دوم چندضلعͬ به را اول چندضلعͬ
برد. مͬ دوم چندضلعͬ با متناظر رویه روی تر کوتاه طول با ͬͺژئودزی به بودیم گرفته نظر در

به کردیم آغاز آن با را کار که ͬͺژئودزی تخت، رویه روی شده یاد عضو عمل تکرار با خاص، مثال این در
ͷژئودزی مطالعه جای به دهد مͬ اجازه ما به SL٢(R) عمل ترتیب، این به شود. مͬ تبدیل کوتاه ͬͺژئودزی
اولیه رویه مدار در که دیͽری تخت رویه روی را تر ساده های ͷژئودزی تخت، رویه ͷی روی پیچیده های
گروه عمل تحت خاص رویه ͷی مدار مورد در بیشتری اطلاعات هرچه ترتیب، این به کنیم. مطالعه دارد قرار

شد. خواهد بیشتر اولیه پیچیدهرویه های ͷژئودزی مورد در ما اطلاعات باشیم، داشته SL٢(R)

گفت. خواهیم سخن راتنر قضیه چند از ͬͺی مورد در کمͬ زیربخش این در آن. تعمیم و راتنر نظریه .٢ . ۴
فضای را X .SLn(Z) مثلا́ ،G در شبͺه ͷی Γ و باشد ،SLn(R) مثلا́ همبند، لͬ گروه ͷی G کنید فرض
G عمل که معناست این به بودن همͽن کنید. فرض SLn(R)/SLn(Z) همان G/Γیا خارج قسمتͬ همͽن
U کنید فرض است. فضایی چنین شدیم مواجه آن با اپنهایم حدس تبیین در که X٣ مثلا́ است. ترایا X روی
آنها تفاضل که عناصری یعنͬ است، شده تولید توان تک عناصر توسط که Gباشد از همبند و بسته زیرگروه ͷی
ضابطه توسط گروه زیر این هستیم مواجه آن با اپنهایم حدس در که مثالͬ در است. توان پوچ همانͬ عضو با

ͬ شود: م داده زیر
U = {( ١ t٠ ١ ) ∈ SL٢(R)|t ∈ R} .
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طول کردن کوتاه این بهای کرد. کوتاه را ها ͷژئودزی توان مͬ SL٢(R) گروه عمل از استفاده با :١١ شͺل
است. آن مدار در دیͽری رویه با تخت رویه شدن عوض

ͬ آید. م دست به X٣ روی U عمل ͷی ͬ کند، م عمل X٣ روی SL٢(R) که آنجا از

ازای به هرگاه گوئیم ناوروا ‐U را µ که کنید توجه Xباشد. همͽن فضای روی اندازه ͷی µ که کنید فرض
.µ(A) = µ(u−١(A)) و باشد اندازه پذیر u−١(A) مجموعه ،u ∈ U هر Aو ⊆ X اندازه پذیر مجموعه هر
وضعیت این در ͬ شود. م تعریف مشابه طور به هم کند عمل X روی که دیͽری گروه هر عمل تحت ناوردایی
در A ناوروای ‐U و اندازه پذیر زیرمجموعه هر برای که صورتͬ در گوئیم ͷارگودی را µ ناوروای ‐U اندازه
قضایا از ای دسته آن نتیجه و کرد مطالعه خوبی به را وضعیتͬ چنین راتنر .ͷی یا و باشد صفر یا µ(A) ،X

.[١٣] ،[١٢] کنیم مͬ اشاره آنها از ͬͺی به زیر در که شد

راتنر: قضیۀ (١-۴)
گروه زیر یعنͬ است. جبری µ صورت این در باشد. X روی ͷارگودی و ناووا ‐U اندازه ͷی µ کنید فرض
عمل مدارهای از ͬͺی آن محمل که است ناوردایی ‐H اندازه µ که طوری به دارد وجود U شامل H < G

است. X بر H

در و شود مͬ خوانده H به وابسته هار١۶ اندازه کند مͬ اشاره آن به راتنر قضیه که ناوردایی ‐H اندازه
شود. مͬ ظاهر ͷتوپولوژی های گروه مطالعه و اندازه نظریه آنالیز، از توجهͬ قابل های بخش

در کلیدی نقش ایفای بر علاوه و ͬ کند م طبقه بندی را X روی ناوردا ‐U اندازه های واقع در قضیه این
دیͽر ͬͺی زیر در است. داشته ریاضͬ تحولات از دیͽر برخͬ در مهمͬ نقش اپنهایم، حدس از مارگولیس اثبات

ͬ دهیم. م توضیح اختصار به هم را راتنر نظریه کاربردهای از

در شبͺه ای عنوان به را آن ͬ توان م ندارد، متناهͬ مرتبه عنصر هیچ که باشد SL٢(R) در شبͺه ͷی Γ اگر
شد گفته هم قبلا́ که همان طور که است فشرده ریمان رویۀ ͷی H/Γ کنید فرض گرفت. نظر در PSL٢(R)
عنصر ͷی و ∆ لاپلاس عملͽر ͷی هذلولوی ͷمتری این با متناظر ͬ آید. م دست به آن روی هذلولوی ͬͺمتری

١۶Haar measure
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است: تعریف قابل vol حجم

∆ : C∞(H/Γ) −→ C∞(H/Γ),

آن در که

C∞(H/Γ) =
{
f : H/Γ C∞

−−→ R
}
.

شده تشͺیل نامنفͬ و حقیقͬ ویژه  مقادیر از آن طیف است، خودالحاق و بیضوی عملͽری ∆ که آنجا از
کرد: مرتب را آنها ͬ توان م که است

٠ = λ٠ < λ١ ≤ λ٢ ≤ . . .

که کرد انتخاب طوری را ϕn ویژه تابع ͬ توان م λi هر با متناظر

∆ϕn = λnϕn,

∫
H/Γ

ϕ٢n = ١.

انرژی سطح λn که است حالتͬ در ذره حضور کوانتومͬ احتمال توصیف کنندۀ ϕ٢ndvol ،ͷفیزی منظر از
مͬ زیر حدس به بدهند، دست از را خود تأثیر کوانتومͬ آثار داریم انتظار انرژی رفتن بالا با که آنجا از باشد.

رسیم:

کوانتومͬ: بودن ͷتا‐ارگودیͺی حدس (٢-۴)
بالا تعاریف با

lim
n→∞

ϕ٢ndvol = dvol.

«همنهشتͬ» شبͺه های برای را آن که ͬ دهد م اجازه راتنر قضیه است، باز همچنان (٢-۴) حدس چند هر
این به کنیم. اثبات ͬ شوند، م ساخته حالت این در که هͺه ویژه توابع و ͬ شوند م ساخته حسابی روش های با که

ͬ شود. م گفته حسابی حالت در کوانتومͬ بودن ͷارگودی یͺتا حدس ،(٢-۴) حدس از حالت

مسأله مورد در مهمͬ نتایج ͬ بود، م درست هم X = QMg روی SL٢(R) عمل مورد در راتنر قضیۀ اگر
چنان دارد! وجود هم شباهت هایی وجود این با است. ناهمͽن بسیار QMg متأسفانه ͬ آمد. م دست به بیلیارد
پادمماس کلاف انتخاب صورت در لذا است. Mg بر تحلیلͬ پادمماس کلاف واقع QMgدر کردیم اشاره که

داریم: QTg عنوان به Tg تحلیلͬ
QMg = QTg/Modg.

ایفا را Γ شبͺه نقش Modg و G نقش QTg بͽیریم، الͽو راتنر نظریه از بخواهیم اگر دیͽر، عبارت به
:[١] است قرار این از کردند ثابت دشوارتر مراتب به وضعیت این در میرزاخانͬ و اسͺین که قضیه ای ͬ کند. م

:(٢٠١٢) میرزاخانͬ ـ اسͺین قضیۀ (٣-۴)
دست به A ⊆ QMg خاص زیرواریته های از QMg روی ͷارگودی و ناوردا ـ SL٢(R) اندازه های تمام

ͬ آیند. م

:[٢] دادند نشان را زیر قضیه محمدی و میرزاخانͬ اسͺین، علاوه، به
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.٢ گونه با ای رویه روی کشͬ خط ͷی :١٢ شͺل

:(٢٠١٢) میرزاخانͬ‐محمدی ـ اسͺین قضیۀ (۴-۴)
است. A ⊆ QMg خاص تحلیلͬ واریته QMg روی SL٢(R) عمل مدار هر بستار

ترستن زلزله شار .۵

نقش پائین، بعد توپولوژی تأثیرگذار بسیار چهره های از و ١٩٨٢ سال در فیلدز جایزۀ برندۀ ترستن، ولیام
رویه روی را خاصͬ هذلولولͬ ساختار اگر داشت. Tg تاشمولر فضای روی Modg گروه عمل فهم در مهمͬ
آن هذلولوی ساختار حضور در (که رویه روی ͷمتری این به وابسته ژئودزیͷ های کنیم، تثبیت S مثل g گونه
خم هر به باشیم، داشته λ جهت دار و بسته ساده، ͷژئودزی ͷی اگر ͬ شوند. م مشخص ͬ دهیم) م نشان X با را
مطالعات در ترستن داد. نسبت را λ و γ تقاطع عدد ͬ توان م باشد متقاطع١٧ γ با آن اشتراک که X روی γ
را آن و کرد معرفͬ را بسته ͷژئودزی ͷی مفهوم از گسترشͬ لذا دریافت. را مشاهده این تعمیم به نیاز خود
ژئودزیͷ های توسط که است X از بسته ای زیرمجموعه X روی خط کشͬ ͷی نامید. اندازه دار»١٨ «خط کشͬ
ͷی ٨ شͺل در است). مجزا ژئودزیͷ های از اجتماعͬ صورت به (یعنͬ است شده برگ بندی کامل و ساده

نیست. بسته ͬͺژئودزی که است شده داده نمایش ٢ گونای با ای رویه روی کشͬ خط

خط برگ های همه با آن اشتراک که γ خم هر به که است تابعͬ X از خط کشͬ ͷی روی متقاطع اندازه ͷی
بر متقاطع خم های طریق از که ایزوتوپی هایی به نسبت و ͬ دهد م نسبت حقیقͬ عددی است، متقاطع کشͬ
ͷی آن، بر متقاطع خم های روی µ متقاطع اندازۀ و λ خط کشͬ ͷی به است. ناوردا ͬ گیرند م صورت برگ بندی

گوئیم. X روی اندازه دار خط کشͬ

خط نباشد ابهامͬ وقتͬ ͬ دهد. م دست به اندازه دار خط کشͬ ͷی بسته، ساده ͷژئودزی هر مثال، عنوان به
ͷی X که هایی (X,λ) فضای دهیم. مͬ نمایش λ با تنها را شود مͬ داده λ, µ توسط که اندازه داری کشͬ
ترتیب این به ͬ دهیم. م نمایش PTg با را است X روی اندازه دار خط کشͬ ͷی λ و S روی هذلولوی ساختار

است. Tg روی کلافͬ PTg

١٧transverse
١٨measured lamination
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X روی λ خط کشͬ هر برای است محاسبه قابل X روی λ بسته و ساده ͷژئودزی ͷی طول که همانگونه
تابع ترتیب این به کرد. تعریف را ℓ(X,λ) طول ͬ توان م هم

ℓ : PTg → R+

دهید قرار ͬ آید. م دست به
P ١Tg =

{
(X,λ) ∈ PTg

∣∣ ℓ(X,λ) = ١} .
را X ͬ توان م باشد، حقیقͬ عددی t و باشد شده داده جهت دار و بسته و ساده ͷژئودزی ͷی توسط λ اگر
دست به ترتیب این به که را ای لیه دو آید. دست به هم به ͷنزدی مرزی مولفه دو با ای رویه تا برید λ روی از
هم به دوباره گردد، مͬ تعیین رویه جهت توسط که جهتͬ در و t اندازه به چرخاندن از پس توان مͬ را آیند مͬ
عمل این که کرد مشاهده ترستن آید. دست به P ١Tg در twistt(X,λ) جدید نقطۀ ترتیب این به چسباند.

شار فرآیند، این در است. تعریف قابل P ١Tg کل روی طبیعͬ

twistt : P ١Tg → P ١Tg
ͬ آید. م دست به

شار لذا است، همورد عمل این به نسبت شده یاد شار میͺند. عمل هم P ١Tg روی Modg که کنید توجه

twistt : P ١Mg → P ١Mg

P ١Mg = P ١Tg/Modg

هذلولوی ساختار دقیق، غیر بیان به ترستن، زلزله شار ͬ شود. م گفته ترستن١٩ زلزلۀ شار آن به که ͬ آید م دست به
چشم به دار اندازه های کشͬ خط به اگر تر، دقیق عبارت به دهد. مͬ تغییر دار اندازه کشͬ خط ͷی ͷکم با را
ای پیوسته تغییر ترستن شار کنیم، نگاه g گونای با رویه ͷی روی هذلولوی ساختار تغییر برای جهت بردارهای
طبیعͬ طور به که سوالͬ گیرد. مͬ صورت جهت بردار این راستای در که کند مͬ معرفͬ را هذلولوی ساختار از
در را شار این ترستن دارند؟ تنوع حد چه تا هذلولوی ساختار در تغییراتͬ چنین که است آن رسد مͬ ذهن به
نقطه دو هر برای داد نشان و کرد بررسͬ کرد، مͬ ارائه پرینستون در ١٩٧۶-١٩٧٧ سال در که درسͬ جریان
λ جهت در ترستن زلزله شار که دارد وجود X روی λ دار اندازه کشͬ خط ͷی تاشمولر، فضای در Y و X
واقع، در نکرد. منتشر رسمͬ طور به را نتیجه این هیچͽاه ترستن وجود، این با رسد. مͬ Y نقطه به ١ زمان در
کرکهاف توسط نیلسن٢١ بخشͬ عینیت مساله آن در که [٣] شد ظاهر کرکهاف٢٠ مقاله در بار اولین قضیه این

.[١١] داد نشان را شار این بودن ͷارگودی میرزاخانͬ ٢٠٠٨ سال در گردید. فصل و حل

:(٢٠٠٨) میرزاخانͬ، قضیۀ (١-۵)
است. ͷارگودی ͹لب اندازه به نسبت ترستن زلزله شار
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