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دانشجو توسط ارشد کارشناسͬ پایان نامه تایید

كار حاصل نامه پايان اين در مندرج مطالب كه ͯ شوم م متعهد محمدپور رحمان اينجانب
دستاوردهاي به و بوده اميركبير صنعتͯ دانشͽاه اساتيد راهنمايي و نظارت تحت اينجانب پژوهشͯ
در و ارجاع متعارف روال و مقررات مطابق است شده استفاده آنها از پژوهش اين در كه ديͽران
يا هم سطح مدرك هيچ احراز براي قبلا́ نامه پایان اين است. گرديده ذكر مآخذ و منابع فهرست

است. نگرديده ارائه بالاتر
درجه از دانشͽاه توسط شده صادر تحصيلͯ مدرك زمان، هر در تخلف اثبات صورت در

داشت. خواهد قانونͯ پيͽيري حق دانشͽاه و بوده ساقط اعتبار
هرگونه ͯ باشد. م اميركبير صنعتͯ دانشͽاه به متعلق نامه پایان اين از اصل حقوق و نتايج كليه
نسخه برداري، تكثير، و چاپ يا ديͽران به اطلاعات واگذاري عملͯ، و علمͯ نتايج از استفاده
نقل است. ممنوع اميركبير صنعتͯ دانشͽاه كتبي موافقت بدون نامه پایان اين از اقتباس و ترجمه

است. بلامانع مآخذ ذكر با مطالب

امضاء: تاریخ:



رحمان نام: محمدپور دانشجو: خانوادگͬ نام

همͺینز بیشینگͬ اصل و فورسینگ موجهات منطق عنوان:

پورمهدیان مسعود دکتر راهنما: استاد
گلشنͬ محمد دکتر مشاور: استاد

ریاضͬ منطق گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه دانشͽاه:
٩١ صفحات: تعداد ١٣٩۴ شهریور فارغ التحصیلͬ: تاریخ

بزرگ، کاردینال های فورسینگ، سازگاری، استقلال، بیشینگͬ، اصول کلیدی: واژگان
موجهات منطق

چͺیده
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را موجهات منطق و فورسینگ بین ارتباط پایان نامه این در
بندیͺت نهایت در بود. گرفته قرار توجه مورد قبل دهه های در منطق دان ها توسط ارتباط این
دادند انجام را آنچه آن ها واقع در یافتند. مطلوبی نحو به را ارتباط این همͺینز جوئل و لووه

ͬ آوریم. م دوم فصل در را ارتباط این بود. داده انجام اثبات پذیری برای سولوی رابرت که
دست به ارتباط این دل از همͺینز توسط که ͬ پردازیم م ͬ ای بیشینگ اصول به سوم فصل در
ما وجود این با است، رسیده اثبات به همͺینز توسط اصول این سازگاری است. آمده
اصل از جدید نسخه ͷی و ͬ دهیم م اصول این سازگاری برای کوتاهͬ و جدید اثبات های
ͷی به آخر فصل در ͬ رسانیم. م اثبات به را آن سازگاری و کرده معرفͬ نیز همͺینز بیشینگͬ

همͺینز. و لووه از سوالͬ به است پاسخͬ که ͬ پردازیم م گلشنͬ محمد از جدید قضیه



ଘم৤قدৎ
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را فام ازرق دلق این نهیم سو ͷی تا برخیز
را نام تقوا شرک این دهیم قلاشͬ باد بر

ͬ رود م پرستͬ بت با قبله ای نو از ساعت هر
را اصنام بشͺنیم تا کن عرضه ما بر توحید

ͬ کند م تمنا باری خوردنم جوانان با مͬ
را دردآشام پیر این فتند پی در کودکان تا

ͬ شود م مردم قطمیر بیچارگͬ مایه از
را بلعام ͬ کند م ͹س مهتری ماخولیای

ͬ کشد م صحرا به خاطر خلوتم تنگنای زین
را پیغام ͬ دهد م خوش سحر باد بوستان کز

دلͬ صاحب اگر دریاب عاقلͬ ار مباش غافل
را ایام چنین دیͽر یافتن نتوان که باشد

ͬ چمد م چوبین پای با بوستان سرو که جایی
را اندام سیم سرو آن آوریم رقص در نیز ما

دل آرام چشم منظور گسل پیمان آن دلبندم
را آرام ببرد دل کز مخوان دلارامش نͬ نͬ

غمش اندر برفت من از عقل و صبر و دین و دنیا
را عام نماند غوغا زد خیمه سلطان که جایی

ͬ جهد م آتش ابرم وز ͬ رود م اشͺم باران
را خام نباشد سوزش سخن این گوی پختگان با

ͬ رود م ره این در جان ور نشنود نصیحت سعدی
را جام آن بیار ساقͬ ببر جانͬ گران صوفͬ



این همه ی علمͬ. غیر و علمͬ داشته اند، همͺاری زیادی افراد پایان نامه این نوشتن در
هستند. قدردانͬ و ستایش سزاوار اشخاص

که او با من آشنایی مدت طول در کنم. سپاسͽزاری گلشنͬ محمد دکتر از مایلم ابتدا در
بلͺه حرفه ای و خبره راهنمایی استاد او تنها نه ͬ شود، م نیز من ارشد کارشناسͬ سال دو شامل
است داده  انجام من برای آنچه تمام بابت او از است. بوده  من برای ͷنزدی و واقعͬ دوستͬ
خوش رویی با همواره که پورمهدیان مسعود دکتر عزیزم راهنمای استاد از سپاسͽزارم. صمیمانه
سپاسͽزاری صمیمانه خالصانه زحمت های و ͬ ها دلͽرم بایت بوده اند، من مزاحمت های میزبان
پاسخ مهربانͬ با بنده سوالات به ممͺن زمان کمترین در که همͺینز جوئل پروفسور از ͬ کنم. م
که ( IPM بنیادی( دانش های پژوهشͽاه ریاضیات مدرسه از ͬ کنم. م سپاسͽزاری داده اند
دکتر آقایان از ͬ کنم. م قدردانͬ ͬ کند م فراهم دانشجویان برای را انرژی بخش محیطͬ همواره
که امیرکبیر) صنعتͬ مفیدی(دانشͽاه علیرضا دکتر و مدرس) تربیت باقری(دانشͽاه محمد سید
اوسطͬ، حامد خوبم، دوستان از میͺنم. قدردانͬ گرفتند عهده به را پایان نامه این داوری زحمت
و راهنمایی ها تشویق ها، کمͷ ها، برای میرابی مصطفͬ و معافͬ جواد ͬ پور، محسن شهرام دکتر

ͬ کنم. م سپاسͽزاری صمیمانه ͬ هایشان دلͽرم

محترم خانواده ی و مهربانم خواهر تلاشͽرم، و بزرگوار پدر از دیͽران، از کمتر نه ولͬ آخر در
سپاسͽزارم. صمیمانه کردند هموار من بر را علم راه بی منت که هدایت زاده ثمره داشتنͬ دوست و
تحمل ͷش بدون که ͬ کنم م سپاسͽزای قلب صمیم از مهربانم همسر هدایت زاده، ثمره فاطمه از

نبود. میسر ͬ هایش دلͽرم و تشویق ها بدون پایان نامه این پیشبرد و زندگͬ ͬ های سخت

رॐمان೺ख़مد৖ور
৘඼ෙ७ور۱۳۹۴
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مقدمه

‘ ‘ موجهات منطق اثبات پذیری ”تعبیر عنوان با درخشانͬ مقاله  ی ١ سˀلُوِی رابرت ١٩٧۶ سال در

اثبات پذیری بر موجهات منطق در احͺامͬ چه که داد نشان مقاله این در او رساند. چاپ به را ٢

منطق دانانͬ بعدها کرد. تعبیر پیانو حساب در را موجهات منطق او واقع در ͬ باشد. م حاکم

و ۶ عنایت علͬ سولوی، ، ۵ بلاس آندراس ، ۴ اسمولیان ام. ،رایموند ٣ فیتینگ م˼لوین چون

آن ها عبارتͬ به پرداختند. موجهات منطق و مجموعه ها نظریه ارتباط برقراری به ٧ طوقͬ عطاالʓه

سال در سرانجام بودند. مجموعه ها نظریه در موجهات منطق از خاصͬ تعبیرپذیری دنبال به

نظر در با [١۵] “ فورسینگ موجهات ”منطق مقاله در ٩ همͺینز جوئل و ٨ لووه بندیͺت ٢٠٠٧

فورسینگ بر حاکم موجهات منطق گردایه، این روی فورسینگͬ رابطه ی و ZFC مدل های گرفتن

مدل دو ازای به گرفتند؛ نظر در گردایه این روی دسترسͬ رابطه ی ͷی آن ها واقع در یافتند. را

ͷی توسط V از ͷژنری گسترش ͷی W اگر دارد، دسترسͬ W به V گوییم ، ZFC از W و V

با مقاله ای در ٢٠٠٣ سال در همͺینز توسط موجهات منطق از تعبیر این اساساً باشد. فورسینگ

و محققان مقالات این چاپ از بعد است. شده معرفͬ [١٠] “ ساده بیشینگͬ اصل ͷی” عنوان

[١٨] ارشد کارشناسͬ پایان نامه دو جمله از پرداختند، موضوع این به توجهͬ قابل دانشجویان

همͺینز کار نیز محققان شدند. نوشته [٢٢] جمله از دکتری پایان نامه های همچنین [٢٧] و

منطق ،ͷغیرکلاسی منطق های و موجهات منطق ارتباط در مقالاتͬ مثال برای داند، گسترش را
١Robert Solovay
٢Provabiity Interpretation of Modal Logic
٣Melvin Fitting
۴Raymond M. Smullyan
۵Andreas Blass
۶Ali Enayat
٧Attaolah Togha
٨Benedikt Löwe
٩Joel David Hamkins

ح



خ مطالب فهرست

به نیز همͺینز است. شده نوشته و... ١٠ اُمͽا منطق موجهات منطق درونͬ، مدل های موجهات

که [١٣] مرجع جمله از نوشت، زمینه این در مرتبطͬ مقالات و داد ادامه زمینه این در خود کار

داد. تعمیم نیز را قضایا برخͬ و رسانید اثبات به آن در را زیادی قضایای

منطق و مجموعه ها نظریه پیشنیازهای اول فصل در ͬ باشد. م فصل چهار از متشͺل پایان نامه این

ͬ شوند. م یافت [٢١] و [١٩] ، [٢] ، [١] منابع در ͬͽهم پیشنیازها این آورده ایم. را موجهات

ͬ پردازیم. م همͺینز‐ و لووه اساسͬ کار فورسینگ‐ و موجهات منطق بین ارتباط به دوم فصل در

را همͺینز و لووه اصلͬ قضیه فصل این در ͬ باشد. م [١۴] و [١٣] مراجع مبنای بر فصل این

موجهات منطق همچنین ͬ باشد. م S۴·٢ دقیقاً فورسینگ موجهات منطق ͬ کند م بیان که ͬ آوریم م

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد خاص کلاس های تحت را فورسینگ

موجهات منطق در S۵ اصل حقیقت در که ͬ پردازیم م همͺینز بیشینگͬ اصول به سوم فصل در

و ١١ وودین هیو و همͺینز توسط آن ها از ͬͺی ͬ کنیم. م اثبات را اصول این سازگاری ͬ باشد. م

جدیدی اثبات های قضایا این تمام برای ما رسیده اند. اثبات به همͺینز خود توسط آن موارد بقیه

بیشینگͬ اصل از جدید نسخه ͷی همچنین ͬ باشند. م کوتاه تر اولیه اثبات های از که ͬ دهیم م

اثبات به را آن سازگاری و ͬ کنیم م معرفͬ ͬ باشد، م قوی تر وودین و همͺینز قضیه از که همͺینز

(. [٢۶] ͬ رسانیم(مرجع م

ͷی به فصل این ͬ باشد. م برخوردار پیچیده تکنیͷ های از و است مشͺل تر کمͬ چهارم فصل

بیرون فورسینگ موجهات منطق دل از ان ها سوال دارد. اختصاص همͺینز و لووه از سوال

قدرتمند و پیچیده تکنیͷ های نیازمند آن به دادن پاسخ منتظره ای غیر طرز به اما است، آمده

توسط سوال این برای پاسخͬ ابتدا در ͬ باشد. م ١٢ رِیدین فورسینگ جمله از مجموعه ها نظریه

در ͬ باشد. م ایراد دچار پاسخ که شد مشخص اما گرفت قرار اینترنت روی ١٣ میشل ویلیام

برای را مسئله متفاوت استراتژی و جزییات با اما میشل ایده مبنای بر ١۴ گلشنͬ محمد نهایت

فصل این صفحات تمام تقریباً قضیه این برهان .( [٧] به کنید کرد(نگاه حل تالͬ کاردینال های

است. داده اختصاص خود به را
١٠Ω-Logic
١١Hugh Woodin
١٢Radin Forcing
١٣William Mitchell
١۴Mohammad Golshani



١ فصل

پیشنیازها

ͬ پردازیم. م نخست فصل سه اصلͬ قضایای برای نیاز مورد پیشنیازهای به فصل این در مقدمه:

اصلͬ قضایای آوردن دست به برای ͬ باشند م نکات و قضایا تعاریف، از متشͺل که مواد این

یاری ۴ فصل مباحث به پرداختن در را ما بتوانند که ͬ باشند م آن از ضعیف تر اما ͬ کنند، م کفایت

تقریباً ͬ اندازیم. م تعویق به آن به رسیدن تا را فصل آن نیاز مورد عناصر به پرداختن لذا کنند،

از موجهات منطق و مجموعه ها نظریه درسͬ کتب اغلب در آمده فصل این در که آنچه تمام

مجموعه ها، نظریه مدل های مورد در بحث به ابتدا ادامه در ͬ شوند. م یافت [١] و [١٩] جمله

ͬ پردازیم. م موجهات منطق سپس و فورسینگ

مجموعه ها نظریه مدل های ١ . ١

وقتͬ همواره و شده نهاده مجموعه معنای روی بر ͬͺتارس صدق مفهوم ͬ دانیم م که همان طور

کلاس مفهوم اما است. میان در مجموعه پای ͬ شود م اول مرتبه منطق زبان در مدل از بحث

قدرت سره کلاس های با کردن کار واقع در ولͬ ͬ باشد م سازگار نیز ͬͺتارس صدق تعریف با

از را مدل ها نظریه مهم و زیبا قضایای از خیلͬ صورت این در و ͬ برد م بین از را مدل نظریه

جایͽاهͬ تاکنون ولͬ باشد تامل قابل فراریاضیاتͬ دید از موضوع این شاید داد، خواهیم دست

ریاضͬ ملموس ساختارهای بررسͬ به مدل ها نظریه اساسا که چرا است، نداشته ریاضیات در

کلاس ͷی در صدق تعریف به ما اکنون اما ͬ باشند. م مجموعه کلͬ طور به که ͬ پردازد م



٢ پیشنیازها .١

بر تعریف این که دید خواهیم ادامه در ولͬ گوییم سازی نسبی آن به حقیقت در و ͬ پردازیم م

همچنین ͬ دهد. م دست به خوبی ابزارهای ولͬ ͬ افزاید نم مجموعه ها اول مرتبه نظریه قدرت

که ͬ باشد، نم بیان قابل اول مرتبه زبان در وجه هیچ به صدق تعریف این که داد نشان ͬ توان م

ͬ باشد. م صدق ناپذیری تعریف مورد در ͬͺتارس قضیه از نتیجه ای واقع در

∋L‐ساختار ͷی است. تابعͬ نماد فاقد که باشد {∈} زبان از یافته بسط زبان ͷیL∈ کنید فرض

ͬ باشد. م M کلاس روی دوتایی رابطه ͷی E که M = ⟨M,E, ...⟩ چندتایی از عبارت است

ͬ باشد. م باشد) داشته وجود (اگر L∈ زبان عناصر بقیه تعبیر نماد...، از منظور همچنین

L∈ در فرمولͬ ϕ و باشد M زمینه مجموعه با ‐ساختار L∈ ͷیM کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به استقرا با Mرا در ϕ ١ سازی نسبی .

(x = y)M ←→ x = y

(x = c)M ←→ x = cM

(x ∈ y)M ←→ xEy

tn, ..., t١ ترم های ازای به آنگاه باشد. آن تعبیر RM و ‐تایی n رابطه ͷی R اگر و

(R(t١, ..., tn))
M = RM(tM١ , ..., t

M
n )

(¬ϕ)M ←→ ¬(ϕ)M

(ϕ ∧ ψ)M ←→ (ϕ)M ∧ (ψ)M

(∃xϕ)M ←→ (∃x ∈M)(ϕ)M

ͬ باشد. Mم در c تعبیر cM و ͬ باشد م ثابت ͷی نماد بالا در c

.ϕM اگر تنها و Mاگر = (M,E, ...) |= ϕ ͬ نویسیم م

نشاندن مقدماتͬ، زیرساختار زیرساختار، آشنای مفاهیم بالا، تعریف به توجه با .١ . ١ . ٢ ملاحظه

در شده شناخته تعاریف همان واقع در و است بیان قابل راحتͬ به مقدماتͬ هم ارز و مقدماتͬ

ͬ باشند. م مدل نظریه
١Relativization



٣ مجموعه ها نظریه مدل های .١ . ١

A تعدی بستار . x ⊆ A باشیم داشته x ∈ A هر ازای به اگر گوییم، متعدی را A کلاس

ازای به و ͬ دهیم م نشان TC(A) نماد با و کرده تعریف A شامل متعدی کلاس کوچͺترین را

کاردینال ازای به دید ͬ توان م راحتͬ به .H(κ) = {x : |TC(x)| < κ} ͬ دهیم م قرار κ کاردینال

نظریه ZFC− از منظور میباشد. ZFC− از مدلͬ و مجموعه ͷی H(κ) ، κ ناشمارای و منظم

ͬ باشد. م توانͬ مجموعه موضوع اصل جز به ZFC

باشد ‐ساختار L∈ ͷیM = ⟨M,E, ...⟩ کنید فرض ( ͬͺموستوفس فروپاشͬ ) .١ . ١ . ٣ قضیه

ͬ کند. م صدق زیر شرایط در که

است: خوش بنیاد E .١

∀x ⊆M [x ̸= ∅ −→ ∃y ∈ x(¬z ∈ x)(zEy)].

ͬ باشد. م مجموعه ͷی {x ∈M : xEa}کلاس ، a ∈M هر ازای به .٢

آنگاه

ͬ باشد م متعدی M̄ = Im(K) که دارد وجود K : ⟨M,E, ...⟩ −→ ⟨M̄,∈, ...⟩ تابع ͷی •

.xEy −→ K(x) ∈ K(y) و

باشیم داشته M در a, b هر ازای ٢،به و ١ شرایط بر علاوه اگر •

[∀x(xEa←→ xEb)]←→ a = b.

علاوه به .xEy ←→ K(x) ∈ K(y) و ͬ باشد م یͺریختͬ ͷی قبل قسمت در K آنگاه

ͬ باشند. م یͺتا K و M̄

دو N = ⟨N,E ′, ...⟩ Mو = ⟨M,E, ...⟩ کنید فرض ( تارسͺͬ‐وات تست ) .۴ . ١ . ١ قضیه

معادلند. زیر موارد .M ⊆ N و باشند ‐ساختار L∈

M≺ N .١



۴ پیشنیازها .١

،x آزاد متغیر ͷی با ϕ فرمول هر ازای به .٢

N |= ∃xϕ(x) =⇒ ∃a ∈M ;N |= ϕ(a)

در را مهمͬ نقش که ͬ آوریم م را ٢ نیومان فون انباشتگͬ مرتبه سلسه تعریف زیر در حال

آن در که جهانͬ از ما بهتر شناخت به مرتبه سلسله این واقع در ͬ کند. م بازی مجموعه ها نظریه

ͬ باشد. م مجموعه ها همه ی شامل و ͬ دهیم م نمایش V با که جهانͬ ͬ کند، م ͷکم ͬ کنیم م کار

کنید: تعریف α اردینال برای .۵ . ١ . ١ تعریف

V٠ = ∅

Vα+١ = P (Vα)

کنید تعریف باشد، حدی اردینال ͷی α اگر و

Vα =
∪
β<α

Vβ

دهید قرار نهایت در و

V =
∪

α∈Ord

Vα.

ϕ٠, ..., ϕn و باشد ZFC از گسترش ͷی T نظریه کنید فرض ( ٣ ل˼وی بازتاب ) .۶ . ١ . ١ قضیه

آنگاه باشند. آن از اصولͬ

T ⊢ ∀α ∃β > α (
∧
i≤n

ϕ
Vβ

i )

و

T ⊢ ∃M(|M | = ℵ٠ ∧ TC(M) =M ∧
∧
i≤n

ϕM
i ).

٢John von Neumann
٣Levy Reflection



۵ مجموعه ها نظریه مدل های .١ . ١

تعریف پذیر زیرمجموعه های تمام مجموعه ی DefA(X) کنید فرض X مجموعه ی ازای به

گذاشتن بنیان با خود بالای شهود از بهره گیری با ۴ گودل کورت باشد. L∈(A∩X) زبان در X

رساند. اثبات به را انتخاب اصل و یافته تعمیم پیوستار فرضیه سازگاری آن تحلیل و زیر تعریف

ساخته جهان کنترل ، ۵ یافته تعمیم پیوستار فرضیه سازگاری اثبات در گودل کار اساس واقع در

ͬ باشد. م احسنت نحو به نیومان فون توسط شده

کنید: تعریف α اردینال برای .١ . ١ . ٧ تعریف

L٠[A] = ∅

Lα+١[A] = DefA(Lα[A])

باشد حدی اردینال ͷی α اگر و

Lα[A] =
∪
β<α

Lβ[A]

دهید قرار نهایت در و

L[A] =
∪

α∈Ord

Lα[A].

ساخت پذیر مجموعه های جهان آن به و ͬ دهیم م نمایش L با را L[A] باشد تهͬ A که هنگامͬ

گوییم. گودل ۶

.١ . ١ . ٨ قضیه

ͬ باشد. م ZFC مدل L[A] .١

.L[A] |= GCH آنگاه A ⊆ ω اگر .٢

تعریف پذیر L∈(A)مطلقاً زبان در که دارد وجود L[A] L[A]>روی خوشترتیبی رابطه ی ͷی .٣

ͬ باشد. م
۴Kurt Gödel
۵Generalized Continuum Hypothesis
۶Universe of Constructible Sets



۶ پیشنیازها .١

فورسینگ ١ . ٢

ͬ آوریم. م را آن اصلͬ قضایای و ͬ کنیم م تعریف را فورسینگ زیربخش این در

در که (P,≤P,١P) مرتب تایی سه ͷی از است عبارت فورسینگ مفهوم ͷی .١ . ٢ . ١ تعریف

≤P رابطه ی با P بیشینه عضو ١P و ͬ باشد م P مجموعه ی روی جزئͬ مرتب رابطه  ی ͷی ≤P آن

ͬ باشد. م

ͬ کنیم. م حذف ١P و ≤P از را P اندیس نیاید، پیش مشͺلͬ که هرجا

باشد. A ⊆ P و p, q ∈ P فورسینگ، مفهوم ͷی P کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

اینصورت غیر در . r ≤ q و r ≤ p که باشد داشته وجود r ∈ P اگر سازگارند q و p گوییم .١

.p ⊥ q نویسم مͬ دوم حالت در و p ∥ q نویسم مͬ اول حالت در ناسازگارند. q و p گوییم

.q ≤ p که q ∈ A باشد داشته وجود p ∈ P هر ازای به اگر است، چͽال P در A .٢

.q ∈ A باشیم داشته ، q ≤ p هر و p ∈ A هر ازای به اگر است، باز P در A .٣

باشند. ناسازگار A از متمایز عضو دو هر اگر است، پادزنجیر ͷی P در A .۴

رابطه با P پادزنجیرهای بین در و باشد پادزنجیر ͷی اگر است، بیشینه پادزنجیر ͷی A .۵

باشد. بیشینه شمول

P/p در A ∩ P/p ترتیب به اگر است بیشینه پادزنجیر پادزنجیر، چͽال، p زیر A گوییم .۶

.P/p = {q ∈ P : q ≤ p} که جایی باشد. بیشینه پادزنجیر پادزنجیر، چͽال،

اگر: است، پالایه ͷی P فورسینگ از G ناتهͬ مجموعه زیر .١ . ٢ . ٣ تعریف

.r ≤ q و r ≤ p که r ∈ G داشته وجود ، G در q و p هر ازای به .١

.q ∈ G آنگاه p ≤ q اگر ، p ∈ G هر ازای به .٢



٧ فورسینگ .١ . ٢

ͷی G پالایه گوییم باشد. فورسینگ ͷی P و ZFC مدل ͷی V کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف

باشیم داشته ، D ∈ V که D ⊆ P چͽال مجموعه ی هر ازای به اگر است، ͷژنری‐ (V,P) پالایه

.G ∩D ̸= ∅

ͷژنری پالایه ͷی G باشد. پالایه ͷی G ⊆ P و فورسینگ ͷی P کنید فرض .۵ . ١ . ٢ گزاره

.A ∩G ̸= ∅ باشیم داشته A بیشینه پادزنجیر هر ازای به اگر تنها و اگر است،

گوییم بͽیرید، نظر در P از القایی رابطه با را Q ⊆ P باشد. فورسینگ ͷی P کنید فرض

نیز P در بیشینه پادزنجیره ͷی آن در بیشینه پادزنجیر هر اگر است، P از کامل زیرترتیب ͷی Q

.Q◁ P ͬ نویسیم م صورت این در باشد.

.V Q ⊆ V P آنگاه ، Q◁ P کنید فرض .۶ . ١ . ٢ لم

ͬ دهد. م ما به را ͷژنری پالایه وجود ضمانت زیر قضیه

چͽال مجموعه های زیر از شمارا خانواده ای D و فورسینگ ͷی P کنید فرض .١ . ٢ . ٧ قضیه

که دارد وجود p شامل G پالایه ͷی p ∈ P هر ازای به آنگاه باشد. P

G ∩D ̸= ∅ ∀D ∈ D.

و B کامل بولͬ جبر صورت این در باشد. فورسینگ ͷی (P,≤) کنید فرض .١ . ٢ . ٨ قضیه

که: دارند وجود e : P −→ B \ {٠B} نگاشت

از که طبیعͬ ترتیبی رابطه با را P \ {٠B} ͬ باشد.( م چͽال B \ {٠B} در {e(p) : p ∈ P} .١

بͽیرید.) نظر در ͬ آید م دست به آن جبر

.e(p) ≤ e(q) آنگاه p ≤ q اگر ، P در q و p هر برای .٢

.e(p) ∧ e(q) = ٠ اگر تنها و اگر p ⊥ q ، P در q و p هر برای .٣

دهیم. مͬ نمایش RO(P) با را آن  و ͬ باشد م یͺتا یͺریختͬ حد در B همچنین

RO(Q) و RO(P) اگر ͬ باشند م فورسینگͬ هم ارز Q و P فورسینگ دو گوییم .١ . ٢ . ٩ تعریف

باشند. یͺریخت کامل بولͬ جبر عنوان به



٨ پیشنیازها .١

وجود P در r و q عناصر p ∈ P هر برای اگر گوییم، نابدیهͬ را P فورسینگ .١ . ٢ . ١٠ تعریف

است. بدیهͬ P گوییم صورت این غیر در . q ⊥ r و q, r ≤ p که قسمͬ به باشند داشته

V در ١P و ≤ ، P باشد( V در فورسینگ ͷی P و ZFC مدل V کنید فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف

صورت به V روی را ∈G رابطه باشد. ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G کنید فرض حال هستند).

کنید: تعریف زیر

a ∈G b←→ ∃p ∈ G (a, p) ∈ b

ͬ کند. م صدق ͬͺموستوفس فروپاشͬ قضیه شرایط در (V,∈G) که است واضح

دهید قرار باشد. (V,∈G) روی ͬͺموستوفس فروپاشͬ تابع KG کنید فرض

V [G] = {KG(a) : a ∈ V }.

ازای به همچنین گوییم. a برای ‐نام P ͷی KG(b) = a که b هر به .a ∈ V [G] کنید فرض

که ͬ شود م دیده راحتͬ به .ǎ = {(b̌,١P) : b ∈ a} کنید تعریف بازگشتͬ طور به a ∈ V

‐نام P ͷی ͬ توان م اما G /∈ V الزاما هرچند ͬ باشد. م a برای ‐نام P ͷی ǎ لذا و KG(ǎ) = a

و KG(Ġ) = G داریم ، Ġ = {(p̌, p) : p ∈ P} دهید قرار کرد، انتخاب آن برای V در متعارف

ͬ باشد. م G برای ‐نام P ͷی Ġ لذا

، ȧ١, ..., ȧn ‐نام های P و L∈ زبان در ϕ(x١, ..., xn) فرمول ازای به . p ∈ P کنید فرض

p شامل که G ͷژنری‐ (V,P) پالایه هر ازای به که معنͬ این به p ⊩ ϕ(ȧ١, ..., ȧn) ͬ نویسیم م

ͬ باشد م تعریف قابل استقرایی طور به ⊩ رابطه .V [G] |= ϕ[KG(ȧ١), ..., KG(ȧn)] داریم باشد.

همچنین ͬ کنیم. م اجتناب آن تعریف آوردن از ما اما ͬ باشد، م پذیر تعریف رابطه ͷی واقع در و

به ⊩P ϕ نماد ͬ کنیم. م استفاده P توسط V از آمده دست به گسترش ͷی عنوان به V P نماد از

.١P ⊩ ϕ که است معنͬ این

ͬ آوریم. م را فورسینگ روش در کاربردی و مهم لم سه

با L∈ زبان در فرمول ͷی ϕ(x١, ..., xn) کنید فرض ( ٧ تعریف پذیری لم ) .١ . ٢ . ١٢ لم

تعریف پذیر V در {(p, ȧ١, ..., ȧn) : p ⊩ ϕ(ȧ١, ..., ȧn)} آنگاه باشد، x١, ..., xn آزاد متغیرهای

است.
٧Definability Lemma



٩ فورسینگ .١ . ٢

.q ⊩ ϕ آنگاه ، q ≤ p و p ⊩ ϕ اگر ( ٨ گسترش لم ) .١ . ٢ . ١٣ لم

.p ⊩ ϕ که باشد داشته وجود p ∈ G اگر تنها و اگر V [G] |= ϕ ( ٩ درستͬ (لم .١۴ . ١ . ٢ لم

به ͬ کنیم م استفاده a برای ‐نام P ͷی عنوان به ȧ نماد از ، a ∈ V [G] هر برای بعد، به این از

ͬ بریم. م بͺار KG(ȧ) جای به نیز را ȧ[G] و ȧG ، ȧG نمادهای همچنین .a = KG(ȧ) که قسمͬ

پالایه ͷی G و فورسینگ ͷی P ، ZFC از متعدی مدل ͷی V کنید فرض .١۵ . ١ . ٢ قضیه

آنگاه باشد. ͷژنری‐ (V,P)

.V [G] |= ZFC .١

ͬ باشد.) م V از گسترشͬ V [G]) V ∪ {G} ⊆ V [G] .٢

.OrdV = OrdV [G] .٣

OrdV = و است V ∪ {G} شامل که ͬ باشد م ZFC متعدی مدل کوچͺترین V [G] .۴

.OrdV [G]

بیان را آن با مرتبط قضایای سپس ͬ پردازیم، م حاصل ضربی فورسینگ معرفͬ به ادامه در

ͬ کنیم. م

صورت به P×Q روی را ≤ رابطه و باشند فورسینگ دو P,Q ∈ V کنید فرض .١۶ . ١ . ٢ قضیه

(V,P×Q) پالایه ͷی G ⊆ P×Q آنگاه کنید، تعریف (p, q) ≤ (p′, q′)←→ p ≤ p′ ∧ q ≤ q′

G٢ ͷژنری‐ (V [G١],Q) و G١ ͷژنری‐ (V,P) پالایه های اگر، تنها و اگر است، ͷژنری‐

G٢ و ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G١ اگر همچنین . G = G١ × G٢ که باشند داشته وجود

و ͬ باشد م ͷژنری‐ (V [G٢],P) پالایه ͷی G١ آنگاه باشند، ͷژنری‐ (V [G١],Q) پالایه ͷی

.V [G١][G٢] = V [G٢][G١]

٨Extension Lemma
٩Truth Lemma



١٠ پیشنیازها .١

هر ازای به را p تکیه گاه باشد. فورسینگ ها از خانواده ای {(Pi,≤i,١i) : i ∈ I} کنید فرض

کنید تعریف زیر صورت به p = ⟨pi : i ∈ I⟩ ∈
∏
i∈I

Pi

s(p) = {i ∈ I : pi ̸= ١i}.

تعریف زیر صورت به P روی را ≤ رابطه و P = {p ∈
∏
i∈I

Pi : |s(p)| < ℵ٠} دهید قرار حال

کنید

p ≤ q ←→ pi ≤i qi ∀i ∈ I.

ضرب آن به که ͬ باشد م فورسینگ ͷی (P,≤,١) سه تایی ، ١ = ⟨١i : i ∈ I⟩ قراردادن با حال

باشد. ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷیG کنید فرض گوییم. متناهͬ تکیه گاه با {Pi}i∈I فورسینگ های

ͬ باشد. م ͷژنری (V,Pi) پالایه ͷی Gi آنگاه ، Gi = {pi : p ∈ G} دهید قرار

P ͷی Q̇ و باشد فورسینگ ͷی P ∈ V کنید فرض ( ١٠ مͺرر (فورسینگ .١ . ٢ . ١٧ تعریف

و P ∗ Q̇ = {(p, q̇) : p ∈ P و ١P ⊩ q̇ ∈ Q̇} دهید .قرار Q جزئͬ مرتب مجموعه برای ‐نام

کنید: تعریف زیر صورت به P ∗ Q̇ روی را ≤ رابطه

.p ⊩ q̇ ≤ q̇′ و p ≤ p′ اگر تنها و اگر (p, q̇) ≤ (p′, q̇′)

بͽیرید. نظر در را بالا تعریف محتوای .١ . ٢ . ١٨ قضیه

H کنید فرض و Q = Q̇G دهید قرار باشد. ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G کنید فرض .١

آنگاه باشد. ͷژنری‐ (V [G],Q) پالایه ͷی

G ∗H = {(p, q̇) ∈ P ∗ Q̇ : p ∈ G ∧ q̇G ∈ H}.

V [G ∗H] = V [G][H] و ͬ باشد م ͷژنری‐ (V,P ∗ Q̇) پالایه ͷی

آنگاه باشد. ͷژنری‐ P ∗ Q̇ پالایه ͷی K کنید فرض .٢

G = {p ∈ P : ∃q̇ (p, q̇) ∈ K}
١٠Iterated Forcing



١١ فورسینگ .١ . ٢

و

H = {q̇G : ∃p (p, q̇) ∈ K}.

.K = G ∗H و ͬ باشند م ͷژنری‐ (V [G], Q̇G) و ͷژنری‐ (V,P) پالایه های ترتیب به

کاردینال. ͷی κ و باشد فورسینگ ͷی P کنید فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف

کران ͷی دارای ⟨pα : α < λ < κ⟩ نزولͬ دنباله هر اگر دارد ‐بسته κ خاصیت P گوییم .١

باشد. P در پایین

باشد. کمتر κ از آن پادزنجیر هر کاردینال اگر ͬ باشد م κ.c.c خاصیت دارای P گوییم .٢

‐فورسینگ c.c.c ͷی P یا و دارد c.c.c خاصیت P گوییم κ = ω١ که حالتͬ در همچنین

ͬ باشد. م

گوییم همچنین . ⊩P Card(κ) اگر ͬ باشد، م κ کاردینال حافظ P فورسینگ گوییم .٣

از منظور . ⊩P Card(λ) ، λ کاردینال هر ازای به اگر ͬ کند، م حفظ را کاردینال ها

ͬ باشد. م کاردینال ͷی x یعنͬ Card(x)

کمتر اندازه با گردایه هر اشتراک اگر دارد، ‐توزیع پذیری κ خاصیت P فورسینگ گوییم .۴

باشد. چͽال P چͽال و باز زیرمجموعه های از κ از

باشد. فورسینگ ͷی P کنید فرض .١ . ٢ . ٢٠ قضیه

κ مساوی یا کوچͺتر کاردینال های حافظ P آنگاه باشد، داشته ‐بسته κ خاصیت P اگر .١

ͬ باشد. م

از اردینال ها از جدیدی دنباله هیچ آنگاه باشد، داشته ‐توزیع پذیری κ خاصیت P اگر .٢

κ مساوی یا کوچͺتر کاردینال های حافظ P آنکه ویژه به  ͬ کند، نم اضافه κ از کمتر طول

ͬ باشد. م

κ مساوی یا بزرگتر کاردینال های حافظ P آنگاه باشد، داشته κ.c.c خاصیت P اگر .٣

ͬ باشد. م



١٢ پیشنیازها .١

آنگاه .V ⊆ W ⊆ V P و باشد V از فورسینگͬ گسترشͬ V [G] کنید فرض .١ . ٢ . ٢١ قضیه

ͷژنری‐ (W,R) و G ͷژنری‐ (V,Q) پالایه های همراه به R ∈ W و Q ∈ V فورسینگ های

.W [H] = V P و W = V [G] که دارند وجود H

κ.c.c خاصیت دارای نیز R و Q دوی هر آنگاه باشد، κ.c.c خاصیت دارای P اگر علاوه، به

ͬ باشند. م

و ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G باشد، ‐فورسینگ κ.c.c ͷی P کنید فرض .١ . ٢ . ٢٢ گزاره

داریم V [G] در آنگاه باشد، V در کاردینال ͷی ω < λ

٢λ ≤ [(|P|<κ)λ]V .

باشد. κ.c.c خاصیت با فورسینگͬ Q و ‐بسته κ فورسینگ ͷی P کنید فرض .١ . ٢ . ٢٣ گزاره

f : λ −→ V تابع هر و λ ≤ κ هر ازای به آنگاه باشد، ͷژنری‐ (V,P×Q) پالایه ͷیG×H اگر

و دارد قرار V [H] در V [G×H] در

P V [G×H](λ) = P V [H](λ).

ͬ آید. م دست به زیر پرکاربرد لم از بالا گزاره

ͷی P اگر باشد. منظم و ناشمارا کاردینال ͷی κ کنید فرض ( ١١ ایستون لم ) .٢۴ . ١ . ٢ لم

آنگاه باشد. ‐بسته κ خاصیت با فورسینگ ͷی Q و κ.c.c خاصیت با فورسینگ

⊩P×Q ͬ باشد“ م منظم و ناشمارا کاردینال ͷی κ ” .١

⊩Q دارد“ κ.c.c خاصیت P ” .٢

⊩P دارد“ ‐توزیع پذیری κ خاصیت Q ” .٣

قضایای تاکنون سادگیشان تمام با که ͬ پردازیم، م مهم فورسینگ چند معرفͬ به ادامه در

است. آمده دست به آن ها از مهمͬ
١١Easton Lemma



١٣ فورسینگ .١ . ٢

١٢ کوهن فورسینگ

این به بͽیرید، نظر در شمول عکس بارابطه را Cω = {p : n −→ ω : n ∈ ω} مجموعه ی

است. ‐فورسینگ c.c.c ͷی Cω گوییم. کوهن فورسینگ فورسینگ،
١٣ سوسلین درخت توسط فورسینگ

درخت ͷی T گوییم باشد. جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (T,<) کنید فرض .٢۵ . ١ . ٢ تعریف

خوش ترتیب < رابطه با pred(x) = {y ∈ T : y < x} مجموعه ی x ∈ T هر ازای به اگر است،

باشد.

اردینال ͷی با pred(x) مجموعه ی x ∈ T هر ازای به لذا باشد، درخت ͷی T کنید فرض

تعریف α اردینال ازای به همچنین .ht(x) = β دهید قرار ͬ باشد، م ترتیبی یͺریخت β یͺتا

کنید

Tα = {x ∈ T : ht(x) = α}

و

ht(T ) = sup{ht(x) + ١ : x ∈ T}.

بیشینه شمول رابطه به نسبت اگر گوییم، شاخه ͷی را T درخت از b مرتب کلا́ زیرمجموعه

باشد.

اگر: گوییم، سوسلین درخت ͷی را T درخت .٢۶ . ١ . ٢ تعریف

، |T٠| = ١ .١

، ht(T ) = ω١ .٢

باشد، شمارا حداکثر آن از شاخه هر کاردینال .٣
١٢Cohen Forcing
١٣Forcing with Suslin Tree



١۴ پیشنیازها .١

باشد. شمارا حداکثر آن از پادزنجیر هر کاردینال .۴

ͷی (PT , >) آنگاه ، PT = T دهید قرار باشد، سوسلین درخت ͷی (T,<) کنید فرض

است. c.c.c که ͬ باشد م فورسینگ

باشد: زیر جمله MAκ کنید فرض κ کاردینال ازای به .١ . ٢ . ٢٧ تعریف

ͷی ، |D| ≤ κ که P چͽال مجموعه های زیر از D خانواده هر و P فورسینگ c.c.c هر ازای به

که دارد وجود G پالایه

G ∩D ̸= ∅ ∀D ∈ D

ͬ باشد. م (∀κ < ٢ω )MAκ جمله MA

ندارد. وجود سوسلینͬ درخت هیچ ͬ دهد م نتیجه MAω١ + ¬CH که است واضح

باشد. ناشمارا هم پایانͬ با کاردینالͬ κ و باشد برقرار V در GCH کنید فرض .١ . ٢ . ٢٨ قضیه

ͬ باشد. م MA+ ٢ℵ٠ = κ از مدلͬ V P که دارد وجود P ‐فورسینگ c.c.c ͷی آنگاه

Add فورسینگ

بͽیرید نظر در شمول عکس رابطه با را زیر مجموعه ی α اردینال و κ کاردینال ازای به

Add(κ, α) = {p : κ× α −→ ٢ : |p| < κ}.

ͬ کند. م اضافه κ به جدید زیرمجموعه ‐تا α که ͬ باشد م فورسینگ ͷی جزئͬ مرتب مجموعه این

κ < λ کاردینال ازای به .٢<κ = κ و باشد منظم کاردینال ͷی κ کنید فرض .١ . ٢ . ٢٩ قضیه

ͬ باشد، م زیر خواص دارای Add(κ, λ) آنگاه .λκ = λ اگر

ͬ باشد. م ‐بسته κ .١

ͬ باشد. م κ+.c.c .٢

.⊩Add(κ,λ) ٢κ = λ .٣



١۵ فورسینگ .١ . ٢

ͬ کند. نم اضافه κ از کمتر طول با مجموعه ای زیر هیچ Add(κ, λ) .۴

١۴ فروپاشͬ فورسینگ

را Coll(κ, α) = {p : β −→ α : β < κ} مجموعه ی κ < α اردینال و κ کاردینال ازای به

ͷی G اگر گوییم. فروپاشͬ فورسینگ فورسینگ، این به بͽیرید، نظر در شمول عکس رابطه با

دارد. وجود F : κ −→ α پوشا تابع ͷی V [G] در آنگاه باشد، ͷژنری‐ (V,P) پالایه

کاردینال هر برای اگر گوییم، دسترس ناپذیر را κ ناشمارای و منظم کاردینال .١ . ٢ . ٣٠ تعریف

.٢λ < κ باشیم داشته λ < κ

١۵ لوی فروپاشͬ فورسینگ

مجموعه ی κ < µ دسترس ناپذیر کاردینال و κ منظم کاردینال ازای به

Col(κ,< µ) = {p : µ× κ −→ µ : |p| < κ ∧ p(α, β) < α ∀(α, β) ∈ dom(p)}

آنگاه بͽیرید. نظر در شمول عکس رابطه با را

ͬ باشد. م ‐بسته κ فورسینگ ͷی Coll(κ,< µ) .١

ͬ باشد. م ‐فورسینگ µ.c.c ͷی Coll(κ,< µ) .٢

آنگاه باشد، ͷژنری‐ (V,Coll(κ,< µ)) پالایه ͷی G اگر .٣

V [G] |= ∀α; κ ≤ α < µ |α| = κ

و

V [G] |= µ = κ+.

.١ . ٢ . ٣١ قضیه
١۴Collapse Forcing
١۵Levy Collapse Forcing



١۶ پیشنیازها .١

.P ≈ Col(ω, κ) آنگاه ⊩P |κ| = ℵ٠ و باشد κ اندازه از فورسینگ مفهوم ͷی P اگر .١

آنگاه باشد، فورسینگ مفهوم ͷی P ∈ Vκ و باشد دسترس ناپذیر کاردینال ͷی κ اگر .٢

.V P ⊆ V Col(ω,<κ)

موجهات منطق ١ . ٣

کردن اضافه با باشد. گزاره ای نمادهای از شمارا مجموعه ی ͷی P کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف

منطق زبان ،ͷکلاسی گزاره ای منطق زبان به (ضرورت) □ و (امͺان) ♢ یͷ تایی عملͽر دو

ͬ دهیم. م نشان Lm با را آن که ͬ آید م به دست گزاره ای موجهات

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به استقرا با Lm زبان فرمول های .١ . ٣ . ٢ تعریف

ͬ باشد. م (ͷاتمی)فرمول ͷی p ∈ P هر .١

ͬ باشد. م فرمول ͷی ¬τ آنگاه باشد، فرمول ͷی τ اگر .٢

ͬ باشد. م فرمول ͷی τ ∨ τ ′ آنگاه باشند، فرمول τ ′ و τ اگر .٣

ͬ باشند. م فرمول □τ و ♢τ آنگاه باشد، فرمول ͷی τ اگر .۴

بیاید. به دست ١− ۴ توسط اگر تنها و اگر است فرمول ͷی τ .۵

تعریف ͷکلاسی گزاره ای منطق مانند به نیز ∧ و −→ ، ←→ عملͽرهای .١ . ٣ . ٣ ملاحظه

ͬ شوند. م

است. لازم τ بخوانید را □τ و است. ممͺن τ بخوانید را ♢τ

تابع ͷی از است عبارت ١۶ یͺنواخت جایͽزینͬ ͷی .۴ . ١ . ٣ تعریف

σ : Sent(Lm) −→ Sent(Lm)

١۶Uniform Subsituation



١٧ موجهات منطق .١ . ٣

داریم τ ′ و τ فرمول هر ازای به که طوری به

σ(τ ∨ τ ′) = σ(τ) ∨ σ(τ ′)

σ(♢τ) = ♢σ(τ)

σ(□τ) = □σ(τ)

σ(¬τ) = ¬σ(τ).

ͬ باشد. م Lm زبان جملات تمام مجموعه ی Sent(Lm)

(F,R,V) سه تایی از است عبارت Lm زبان برای ͬͺکریپ ساختار(مدل) ͷی .۵ . ١ . ٣ تعریف

ͬ باشد: م زیر شرایط دارای که

جهت دار. ناتهͬ گراف ͷی F = (F,R) .١

ͬ باشد. م تابع ͷی V : P −→ P (F ) .٢

ͬ گوییم. م ارزش دهͬ ͷی V به و قاب ͷی F = (F,R) به

فرمول ارضاپذیری مفهوم باشد. ͬͺکریپ مدل ͷیM = (F,R,V) کنید فرض .۶ . ١ . ٣ تعریف

ͬ کنیم. م زیرتعریف به صورت استقرا به و ͬ دهیم م نشان (M, w) |= τ بانماد را F از w نقطه در τ

. w ∈ V(p) اگر، وتنها اگر (M, w) |= τ باشد، گزاره ای نماد ͷی τ = p اگر .١

. (M, w) |= τ ′ که نباشد گونه این اگر وتنها اگر (M, w) |= τ آنگاه ، τ = ¬τ ′ اگر .٢

. (M, w) |= τ ′ یا (M, w) |= τ ′′ تنهااگر و اگر (M, w) |= τ آنگاه، τ = τ ′ ∨ τ ′′ اگر .٣

و wRv که v ∈ F باشد داشته وجود اگر وتنها اگر (M, w) |= τ آنگاه τ = ♢τ ′ اگر .۴

. (M, v) |= τ ′

(M, v) |= τ ′ wRvو که v ∈ F هر ازای به اگر وتنها اگر (M, w) |= τ آنگاه τ = □τ ′ اگر .۵

.



١٨ پیشنیازها .١

w ∈ F نقطه در F برای τ گوییم باشد، وجهیت فرمول ͷی τ و قاب ͷی F کنید فرض .١

.((F ,V), w) |= τ باشیم داشته V ارزش دهͬ هر ازای به اگر است، درست

درست F برای τ گوییم باشد، وجهیت فرمول ͷی τ و قاب ͷی F = (F,R) کنید فرض .٢

باشد. درست w ∈ F هر ازای به F برای τ اگر است،

شده تولید زیرقاب . w ∈ F و باشد متناهͬ قاب ͷی F = (F,R) کنید فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت یه را w توسط

F [w] = (F [w],R∩ F [w]× F [w])

دارد(از وجود آن ها به w از متناهͬ مسیر ͷی که است F نقاط تمام مجموعه ی F [w] درآن که

.( w خود جمله

قاب برای w ∈ F نقطه در τ فرمول باشد. قاب ͷی F = (F,R) کنید فرض .١ . ٣ . ٨ گزاره

باشد. درست F [w] قاب برای w نقطه در اگر وتنها اگر ͬ باشد، م درست F

ͬ باشد. م واضح فرمول ها روی استقرا با برهان.

باشد. وجهیت زبان در نظریه ͷی T و قاب ها از کلاسͬ C کنید فرض .١ . ٣ . ٩ تعریف

درست C در قاب هر برای T در فرمول هر اگر ͬ باشد، م درست C به نسبت T گوییم .١

باشد.

عضوی C در قاب ها همه ی در درست فرمول هر اگر ͬ باشد، م تمام C به نسبت T گوییم .٢

باشد. T از

باشد. تمام هم و درست هم C به نسبت T اگر ͬ شود، م ١٧ مشخص C توسط T گوییم .٣

موجهات منطق در برهان

آن ها از مدام ٢ فصل در که ͬ آوریم م را موجهات منطق اصول(جملات) برخͬ از فهرستͬ زیر در

کرد. خواهیم استفاده
١٧Charactrized



١٩ موجهات منطق .١ . ٣

(S) □p −→ p

(۵) ♢□p −→ p

(۴) □p −→ □□p

(·٢) ♢□p −→ □♢p

(Dual) ♢p←→ ¬□¬p

(Löb) □(□τ −→ τ) −→ □τ

(K) □(p −→ q) −→ (□p −→ □q)

(·٣) (♢p ∧ ♢q) −→ ♢[(♢p ∧ q)(p ∧ ♢p)]

ͷی از منظور رساله این در ͬ کنیم، م تعریف را آن استنتاج قوانین و ‐برهان K تعریف زیر در

را ‐برهان K استنتاج قوانین ابتدا ͬ باشد. م ‐برهان K ͷی همواره موجهات منطق در برهان

ͬ آوریم. م

از: عبارتند ‐برهان K قوانین .١ . ٣ . ١٠ تعریف

ͬ شود. م اثبات τ ′ ، τ −→ τ ′ و τ از استثنایی) (قیاس •

، τ از باشد، فرمول ͷی τ و باشد یͺنواخت جایͽزینͬ ͷی σ اگر یͺنواخت) (جایͽزینͬ •

ͬ شود. م اثبات σ(τ)

ͬ شود. م اثبات □τ ، τ از (ضرورت) •

و K شامل که جملات از مجموعه کوچͺترین از است عبارت ‐اصول K .١ . ٣ . ١١ تعریف

ͬ باشد. م بسته تاتولوژی ها یͺنواخت جایͽذاری تحت که باشد، Dual

یا هرجمله که جملات از متناهͬ دنباله ͷی از است عبارت ‐برهان K ͷی .١ . ٣ . ١٢ تعریف

است. آمده  دست به خود قبلͬ جملات از استنتاج قوانین از استفاده با یا ͬ باشد، م ‐اصل K ͷی



٢٠ پیشنیازها .١

باشند داشته وجود T در τ١, ..., τn اگر ͬ کند، م اثبات را τ جمله T جملات مجموعه گوییم

حالت این در باشد. داشته وجود ‐برهان K ͷی (τ١ ∧ ... ∧ τn) −→ τ برای که طوری به

.T ⊢ τ ͬ نویسیم م

همه ی مجموعه ی دهید قرار را T̄ باشد، Lm زبان در جملات از مجموعه ای T کنید فرض

ͬ کند. م اثبات را آن T که وجهیت فرمول های

T̄ همواره T از منظورمان و ͬ  گوییم م وجهیت منطق یا و وجهیت نظریه ͷی T̄ به بعد به این از

ͬ باشد. م

.١ . ٣ . ١٣ تعریف

S۴ = {K,Dual, S,۴}

S۴ · ٢ = {S۴, ·٢}

S۴ · ٣ = {S۴, ·٣}

S۵ = {S۴,۵}

پیش ترتیب و باشد متعدی و بازتابی اگر گوییم، پیش ترتیب ͷی Xرا مجموعه ≥روی رابطه

کنید فرض X پیش مرتب مجموعه ازای به باشند. پذیر مقایسه X عضو دو هر اگر گوییم، خطͬ

اگر و است جزئͬ مرتب مجموعه ͷی X که است واضح باشد، آن ترتیبی قسمت خارج X/ ≡

است. مرتب کلا نیز X/ ≡ باشد، خطͬ ترتیب پیش ≤

بولͬ جبر ͷی آن تقسیمͬ قسمت اگرخارج گوییم، بولͬ پیش جبر ͷی را X پیش مرتب مجموعه

باشد.

ͬ دهیم. م نشان X∗ با را (X,≤) تقسیمͬ قسمت خارج همواره

ͬ شود. م مشخص متناهͬ خطͬ پیش مرتب قاب های تمام کلاس وسیله به S۴·٣ .١۴ . ١ . ٣ گزاره

.۶ · ۴ لم و ۴ · ٩۶ قضیه، ۴ · ٣٣ تمرین [١] به کنید نگاه برهان.

هم ارزی کلاس ͷی تنها که هم ارزی رابطه با قاب ها تمام کلاس وسیله به S۵ .١۵ . ١ . ٣ گزاره

ͬ شود. م مشخص دارند



٢١ موجهات منطق .١ . ٣

.۴ · ٩۶ و ۴ · ٢٩ قضایای [١] به کنید نگاه برهان.

.١۶ . ١ . ٣ ملاحظه

فرض همچنین آن، از خارج عضوی a و باشد قاب ͷی F = (F,R) کنید فرض .١

و F ′ = F ∪ {a} آن در که بͽیرید نظر در را F ′ = (F ′,R′) حال . x ∈ F کنید

M = (F ,V) کنید فرض و بͽیرید نظر در را τ فرمول . .R′ = R ∪ {(a, x), (x, a)}

(M ′, w) |= τ اگر تنها و اگر (M,w) |= τ آنگاه باشد. a = ̸= w ∈ F و ͬͺکریپ مدل ͷی

.M ′ = (F ′,V) که جایی

{y ∈ مجموعه ی ، x ∈ X و باشد خطͬ پیش مرتب مجموعه ͷی (X,≤) کنید فرض .٢

ͷی نیز {y ∈ X : x ≤ y} لذا ، X از القایی رابطه با بͽیرید نظر در را X : x ≤ y}

تحت خطͬ پیش مرتب مجموعه های تمام کلاس لذا و است خطͬ پیش مرتب مجموعه

x ∈ X و باشد بولͬ پیش جبر ͷی (X,≤) اگر همچنین ͬ باشد. م بسته شده تولید زیرقاب

ͬ باشد، م بول جبر ͷی {y ∈ X/ ≡: x ≤≡ y} لذا و است بولͬ جبر ͷی X/ ≡ آنگاه

تمام کلاس ͬ دهد م نتیجه که ͬ باشد، م بولͬ یͷ پیش جبر {y ∈ X : x ≤ y} بنابراین

ͬ باشد. م بسته تولیدشده زیرقاب تحت بولͬ پیش جبرهای



٢ فصل

فورسینگ موجهات منطق

ͬ آوریم. م فصل این در را همͺینز و للوه اصلͬ قضیه بودیم، داده وعده مقدمه در که همانطور

در با لطبع شد. خواهند اثبات آن پای به پا هم دیͽر قضایای همͺینز و لووه اصلͬ قضیه بر علاوه

عمیق نگاه و کرد خواهیم درک بیشتر را اصلͬ قضیه اساس دیͽر، مرتبط سوالات و قضایا پرتو

همͺینز و لووه استدلال قلب اساساً ͬ آید م ادامه در آنچه شد. خواهد ملموس تر همͺینز و لُووه

ͬ باشد. م قضایا اثبات در

موجهات منطق و فورسینگ پیوند ٢ . ١

شامل و مجموعه ها نظریه زبان در T سازگار نظریه که است آن بر فرض همواره فصل این در

ͬ باشد. م ZFC

Γ تعریف  پذیر کلاس باشد، L∈(X) زبان در سازگار نظریه ͷی T کنید فرض .٢ . ١ . ١ تعریف

باشیم: داشته T از V مدل هر ازای به اگر گوییم، فورسینگ  ها از کلاس ͷی L∈(X) زبان در را

باشد، فورسینگ ͷی ΓV عضو هر .١

باشد، بدیهͬ فورسینگ شامل ΓV .٢

ͬ باشد، م Q برای ‐نام P ͷی Q̇ آن در که P ∗ Q̇ ∈ ΓV آنگاه ، Q ∈ ΓV P و P ∈ ΓV اگر .٣

.Q ∈ ΓV آنگاه ، (P ≈ Q)V و P ∈ ΓV اگر .۴



٢٣ موجهات منطق و فورسینگ پیوند .٢ . ١

گوییم: باشد. ZFC از مدلͬ V و فورسینگ ها از کلاس ͷی Γ کنید فرض .٢ . ١ . ٢ تعریف

.P ∈ ΓV Q دهد نتیجه P,Q ∈ ΓV اگر ͬ باشد، م ١ پایا Γ .١

S ∈ ΓV P ، R ∈ ΓV فورسینگ های ، ΓV در Q و P هر ازای به اگر ͬ باشد، م ٢ جهت دار Γ .٢

P ͷی Ṡ آن در که ، (R ≈ Q ∗ Ṫ)V و (R ≈ P ∗ Ṡ)V که باشند داشته وجود T ∈ ΓV Q و

ͬ باشند. م T برای نام ‐ Q ͷی Ṫ و S برای ‐نام 

که باشد داشته وجود R ∈ ΓV Q یا ΓV در Q و P هر ازای به اگر ͬ باشد، م خطͬ Γ .٣

.(Q ≈ P ∗ Ṡ)V که باشد داشته وجود S ∈ ΓV P یا و (P ≈ Q ∗ Ṙ)V

α اردینال ͷی ازای به که باشد P فورسینگ های تمام کلاس Coll کنید فرض .٢ . ١ . ٣ تعریف

.P ≈ Coll(ω, α) داریم

ͬ باشد. م بسته ضرب تحت که ͬ باشد م فورسینگ ها از پایا خطͬ کلاس ͷی Coll .۴ . ٢ . ١ قضیه

ͬ باشد. م بدیهͬ فورسینگ شامل CollV وضوح به باشد. ZFC از مدلͬ V کنید فرض برهان.

لذا ، Coll(ω, α) ∗ ·Coll(ω, β) ≈ Coll(ω,max{|α|, |β|}) داریم ١ . ٢ . ٣١ قضیه به توجه با

Coll(ω, α) × Ċoll(ω, β) ≈ داریم مشابه طور به ͬ باشد. م برقرار ١٬١٬٢ تعریف ٣ شرط

برقرار وضوح به نیز چهارم شرط ͬ باشد. م بسته نیز ضرب تحت پس ، Coll(ω,max |α|, |β|)

مطلق متعدی مدل های بین لذا ͬ باشد، م متناهͬ Coll(ω, α) در شرط هر چون طرفͬ از ͬ باشد. م

ͬ باشد. م خطͬ Coll ͬ دهیم م نشان حال ͬ باشد. م پایا Coll ͬ دهد م نشان که ͬ باشد، م

دهید قرار حال . β ≤ α کنید فرض باشند. Coll در Coll(ω, β) و Coll(ω, α) کنید فرض

که Coll(ω, β) ∗ Ṗ ≈ Coll(ω, α) داریم ١ . ٢ . ٣١ قضیه به توجه با ، P = {p : n −→ [β, α)}

ͬ باشد. م خطͬ Coll ͬ دهد م نشان

را Collκ . L∈(X) زبان در تعریف پذیر مطلقاً کاردینال ͷی κ کنید فرض .۵ . ٢ . ١ تعریف

.P ≈ Coll(κ, α) داریم α اردینال ͷی ازای به که P فورسینگ های تمام کلاس میͺنیم تعریف
١Persistent
٢Directed



٢۴ فورسینگ موجهات منطق .٢

ͷی Collκ ͬ باشد، م L∈(X) زبان در تعریف پذیر و منظم که κ کاردینال ازای به .۶ . ٢ . ١ قضیه

است. بسته ضرب تحت که ͬ باشد م پایا خطͬ کلاس

۴ . ٢ . ١ قضیه برهان مشابه برهان.

عنوان به X مجموعه ی نشان دهنده π(X) آن در که بͽیرید نظر در را (π(X), T,Γ) سه تایی

در فورسینگ ها از کلاس ͷی Γ و L∈(X) زبان در سازگار نظریه ͷی T زبان، پارامترهای

Sent(L∈(X)) کنید فرض ͬ باشد. م بسته تولیدشده زیرقاب تحت که ͬ باشد م L∈(X) زبان

باشد. L∈(X) زبان جملات تمام مجموعه ی

ͷی ͬ کند م صدق زیر شرایط در که H : Sent(Lm) −→ Sent(L∈(X)) تابع .٢ . ١ . ٧ تعریف

ͬ شود. م نامیده ٣ ترجمه ساده طور به یا و ‐ترجمه (π(X), T,Γ)

.H(τ ∧ τ ′) = H(τ) ∧H(τ ′) .١

.H(¬τ) = ¬H(τ) .٢

.□Γτ =def H(□τ) = ∀P ∈ Γ ⊩P H(τ) .٣

.♢Γτ =def H(♢τ) = ∃P ∈ Γ ⊩P H(τ) .۴

تابع هر آنگاه باشد، Lm زبان گزاره ای متغیرهای تمام مجموعه  ی P فرض کنید .٢ . ١ . ٨ گزاره

گسترش ‐ترجمه (π(X), T,Γ) ͷی به یͺتا طور به ͬ توان م را h : P −→ Sent(L∈(X))

داد.

ͬ شود. م اثبات راحتͬ به زورن لم از استفاده با برهان.

دهید قرار (π(X), T,Γ) سه تایی ازای به

H(π(X), T,Γ) = {H : است. ‐ترجمه (π(X), T,Γ) ͷی H}.
٣Translation



٢۵ موجهات منطق و فورسینگ پیوند .٢ . ١

کنیم: مͬ تعریف حال

Force(π(X), T, V,Γ) = {τ ∈ Lm : ∀H ∈ H(π(X), T,Γ) [V |= T =⇒ V |= H(τ)]}

و

Force(π(X), T,Γ) =
∩
V |=T

Force(π(X), T, V,Γ).

Γ یا T = ZFC ، X = ∅ که هرگاه شده اند. ساخته فرازبان بالادر مجموعه های داریم دقت

ͬ کنیم. م حذف نمادگذاری در را آنها باشد فورسینگ ها تمام کلاس

این که دید خواهیم و میͺنیم معرفͬ را آن ها از تعدادی ͬ آوریم. م را کنترلͬ گزاره مفهوم ادامه در

خواهیم پی استدلال ها در آن ها اساسͬ نقشͬ به و ͬ روند م کار به استدلال ها در چͽونه مفاهیم

برد.

نظریه از مدلͬ V ، L∈ زبان در فورسینگ ها از کلاس ͷی Γ کنید فرض .٢ . ١ . ٩ تعریف

باشند. L∈ زبان در جملاتͬ s و b و مجموعه ها

اگر ͬ باشد، م V روی ۴ ‐دکمه Γ ͷی b .١

V |= □Γ♢Γ□Γb.

است. نافشرده b ͬ گوییم م صورت این غیر در و V |= b اگر ͬ باشد، م فشرده b ‐دکمه Γ

.V |= □Γ♢Γs ∧□Γ♢Γ¬s اگر ͬ باشد، م V روی ۵ ‐سوییچ Γ ͷی s .٢

نظریه از مدلͬ V و L∈ زبان در فورسینگ ها از کلاس ͷی Γ کنید فرض .٢ . ١ . ١٠ تعریف

باشد. مجموعه ها

α طول از ۶ ‐کنترلͽر Γ ͷی باشد. α = OrdV یا و ناصفر اردینال ͷی α کنید فرض .١

ͬ کند. م صدق زیر شرایط در که ͬ باشد م r = ⟨rβ : ٠ ̸= β < α⟩ دنباله ͷی V روی

∀β < α, β ̸= ٠ V |= ¬rβ,
۴Button
۵Switch

است. رفته کار به Ratchet و Volume Control کلمات مقالات در ۶



٢۶ فورسینگ موجهات منطق .٢

∀β < α, β ̸= ٠ V |= □Γ♢Γ□Γrβ,

∀γ < β < α, β, γ ̸= ٠ V |= □Γ(rβ −→ rγ),

∀β + ١ < α, β ̸= ٠ V |= □Γ(¬rβ+١ −→ ♢Γ(rβ ∧ ¬rβ+١)).

ͬ باشد. م توتولوژی نماد ⊤ که r٠ = ⊤ ͬ دهیم م قرار همچنین

L∈(X) زبان در آزاد متغیر ͷی با r(z) فرمول اگر گوییم، یͺنواخت را r ‐کنترلͽر Γ .٢

.rα = r(α) ، α اردینال هر ازای به که باشد داشته وجود

هر اگر گوییم، V روی بلند ‐کنترلͽر Γ ͷی Ord طول از یͺنواخت ‐کنترلͽر Γ ͷی به .٣

کند. برقرار را ها r(α) از کرانداری تعداد تنها V از ‐گسترش Γ

گوییم. ‐کنترلͬ Γ جمله ͷی صدق کند ٢ . ١ . ١٠ و ٢ . ١ . ٩ تعاریف از ͬͺی در که جمله ای به

ͷی θ کنید فرض . V |= rβ ∧¬rβ+١ اگر ͬ باشد، م β مقدار دارای V روی r ‐کنترلͽر Γ گوییم

‐دکمه Γ ͷی θ اگر مثلا کند، تغییر آن وضعیت اگر ͬ شود، م اجرا θ گوییم باشد، کنترلͬ جمله

مثلا́ یا و است شده اجرا گوییم ͬ شود، م فشرده Γ از عضوی توسط که هنگامͬ باشد، V روی

ͬ یابد. م افزایش کنترلͽر ͷی مقدار که زمانͬ

ͷی K گوییم باشد، V روی ‐کنترلͬ Γ جملات از مجموعه ای K کنید فرض .٢ . ١ . ١١ تعریف

شود اجرا Γ توسط بتواند K از A متناهͬ ( ٧ (الͽو مجموعه زیر هر اگر ͬ باشد، م مستقل خانواده

شود. اجرا A از خارج K از عضوی آنکه بدون

ͷی با ϕ(z) فرمول اگر دارد، Ord تعداد به ‐دکمه ها Γ از یͺنواخت خانواده ͷی دارای V گوییم

که باشد داشته وجود L∈(X) زبان در آزاد متغیر

ϕ(α) = bα.

مستقل آن کراندار زیرمجموعه های تنها که باشد ‐دکمه ها Γ از خانواده ای {bα : α ∈ Ord} و

فشرده شوند. دکمه ها از کرانداری تعداد تنها V از ‐گسترش Γ هر در به علاوه و  باشند
٧Pattern



٢٧ موجهات منطق و فورسینگ پیوند .٢ . ١

تابع ͷی ، F قاب از ٨ ‐برچسب گذاری (π(X), T, V,Γ) ͷی .٢ . ١ . ١٢ تعریف

: که طوری به ͬ باشد. م l : F −→ L∈(X)

که دارد وجود w ∈ F ͷی تنها ، G ͷژنری‐ (V,P) پالایه هر و P ∈ ΓV هر ازای به .١

، V [G] |= l(w)

V [G] |= ♢Γl(u) آنگاه V [G] |= l(w) و باشد ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷیG و P ∈ ΓV اگر .٢

، w ≤ u اگر تنها و اگر

.V |= l(w٠) باشد، F از آغازین نقطه ͷی w٠ اگر .٣

قضایای استدلال قلب ͬ زند م پیوند مجموعه ها نظریه به را موجهات منطق که زیر قضیه

را آن ما ͬ ماند، م قضایا اثبات برای ماشینͬ چون قضیه این ͬ باشد. م فورسینگ موجهات منطق

ͬ نامیم. م کلیدی قضیه

( [١۴] و [١٣] همͺینز لووه‐ کلیدی‐ (قضیه .٢ . ١ . ١٣ قضیه

ازای به آنگاه باشد. F متناهͬ قاب از ‐برچسب گذاری (π(X), T, V,Γ) ͷی l کنید فرض

τ ∈ Lm هر ازای به که دارد Hوجود ‐ترجمه (π(X), T,Γ) ͷی ،F قاب Mبا ͬͺکریپ مدل هر

داریم: V [G] |= l(w) و باشد ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G اگر ، ΓΓ در P هر و

(M,w) |= τ ⇐⇒ V [G] |= H(τ).

، p ∈ P هر ازای به که H٠ : P −→ Sent(L∈(X)) کنید تعریف برهان.

H٠(p) =
∨
{l(w) : (M,w) |= p}.

کنید فرض است. آمده دست به ٢ . ١ . ٨ گزاره توسط که باشد H٠ گسترش H کنید فرض حال

های فرمول روی استقرا به باشد. V روی ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G کنید فرض و P ∈ ΓV

دهیم: مͬ نشان Lm

(M,w) |= τ ⇐⇒ V [G] |= H(τ).

٨Labeling



٢٨ فورسینگ موجهات منطق .٢

برای همچنین ͬ باشد. م برقرار وضوح به ͷاتمی فرمول های ازای به حͺم ، H٠ تعریف به توجه با

ͬ شود. م برقرار حͺم راحتͬ به مدل در ارضاپذیری خواص از استفاده با نقیض و بولͬ ترکیبات

V [G] |= باشیم داشته ͬ باشد م برقرار آن ازای به حͺم که τ وجهیت فرمول ازای به کنید فرض لذا

لذا .V [G][K] |= H(τ) که دارد وجود V [G] از V [G][K] ‐گسترش Γ ͷی بنابراین . H(♢τ)

استقرا فرض به توجه با لذا . u ͷی ازای به .V [G ∗K] = V [G][K] |= l(u) ، l تعریف طبق

.w ≤ u پس است، ‐ممͺن Γ ، V [G] روی l(u) چون .(M,u) |= τ

فرض به توجه با حال . (M,u) |= τ که دارد وجود w ≤ u لذا (M,w) |= ♢τ اگر طرفͬ از

به □τ حالت . V [G] |= H(♢τ) ͬ دهد م نتیجه که است، ‐ممͺن Γ ، V [G] روی l(u) استقرا

ͬ شود. م اثبات مشابه طور

اول وهله در ͬ رود. م پیش جهت دو در فورسینگ ها از کلاسͬ موجهات منطق یافتن راهبری

درستͬ عنوان به آن از که ͬ باشد م صادق کلاس آن برای که موجهات منطق اصول کردن پیدا

دوم ͬ آید. م ما ͷکم به آزمایش و حدس و شهود مرحله این در ͬ کنیم، م یاد پایین کران یا و ٩

است مرحله این در بالا. کران های یافتن یعنͬ ͬ باشد، م نظر مورد اصول ١٠ تمامیت دادن نشان

ͬ آید. م ما ͷکم به کلیدی قضیه که

ͬ پردازیم. م پایین کران های مورد در بحث به ابتدا زیر در

پایین های درستͬ‐کران ٢ . ٢

پیدا پس ندارند، قرار Force در موجهات منطق اصول از برخͬ که ͬ دهیم م نشان زیر مثال در

ͬ باشد. نم ساده باشند، صادق فورسینگ برای که اصولͬ کردن

.Löb /∈ Force .١ .٢ . ٢ . ١ مثال

کنید فرض

ϕ ≡ “٠ = ١′′

٩Soundness
١٠Completeness



٢٩ پایین های درستͬ‐کران .٢ . ٢

ϕ ولͬ ͬ باشد م درست همیشه □(□ϕ −→ ϕ) بنابراین است، نادرست همواره □ϕ لذا

.Löb /∈ Force بنابراین ͬ باشد. م نادرست

.۵ /∈ Force .٢

بͽیرید نظر در

ϕ ≡ “V ̸= L′′

لذا ، a =
∪
G دهید قرار باشد، ͷژنری‐ (V, Cω) ͷی G و V |= ¬ϕ کنید فرض

فورسینگ ͷی Q اگر طرفͬ از .V [G] |= ϕ لذا L = V ̸= V [G] داریم اما ، a ∈ V [G]\V

حال . L = V ̸= V [G] ⊆ V [G][H] آنگاه ،ͷژنری‐ (V [G],Q) پالایه ͷی H و باشد

V [G][H] |= ϕ بنابراین ͬ باشد. م تناقض که V [G] = L آنگاه V [G][H] |= “V = L′′ اگر

.۵ /∈ Force لذا V |= ¬ϕ اما V [G] |= ♢□ϕ ͬ دهد م دست به که

به را متفاوتͬ کران های فورسینگ، کلاس های مختلف خواص ͬ دهیم م نشان زیر قضیه در

ͬ دهند. م دست

( [١٣] (همͺینز .٢ . ٢ . ٢ قضیه

.S۴ ⊆ Force(π(X), T, V,Γ) .١

.S۴ · ٢ ⊆ Force(π(X), T, V,Γ) آنگاه باشد، جهت دار Γ اگر .٢

.S۴ · ٣ ⊆ Force(π(X), T, V,Γ) آنگاه باشد، خطͬ Γ اگر .٣

برهان.

باشند. مجموعه ها نظریه زبان در جملاتͬ ψ و ϕ کنید فرض .١

‐ (V,P) پالایه ͷی G اگر . V |= □Γ(ϕ −→ ψ) ∧ □Γϕ کنید فرض (K (اصل •

لذا V [G] |= □ϕ همچنین و V [G] |= ϕ −→ ψ آنگاه ، P ∈ ΓV که باشد ͷژنری

V [G] |= □Γ(ϕ −→ ψ) −→ (□Γϕ −→ ψ)



٣٠ فورسینگ موجهات منطق .٢

دارد. قرار Force(π(X), T, V,Γ) در K موضوع اصل ͬ دهد م نشان که

ژنریGͷداشته ‐ (V,P) پالایه هر ازای به اگر تنها و اگر V |= ¬♢Γϕ (Dual (اصل •

.V |= ¬♢Γϕ←→ □Γ¬ϕ لذا .V |= □Γ¬ϕ ͬ دهد م نشان که V [G] |= ¬ϕ باشیم

از ‐گسترش ΓV ͷی V لذا ͬ باشد م بدیهͬ فورسینگ دارای Γ چون (S (اصل •

.V |= □Γϕ −→ ϕ بنابراین .V |= ϕ آنگاه V |= □Γϕ اگر لذا ͬ باشد. م خودش

داریم P ∈ ΓV فورسینگ هر ازای به لذا .V |= □Γϕ کنید فرض (·۴ (اصل •

بنابراین باشد، Q برای نام ‐ P ͷی Q̇ و Q ∈ Γ کنید فرض حال .V P |= ϕ

.V |= □Γ□Γϕ لذا ، P ∗ Q̇ ∈ ΓV چون و (V P)Q = V P∗Q̇ |= ϕ

یͺنواخت جایͽزینͬ و استثنایی قیاس تحت مدل در ارضاپذیری خواص اینکه به باتوجه

بسته نیز الزام تحت Force(π(X), T, V,Γ) دهیم نشان ا ست کافͬ بنابراین ͬ باشد م بسته

که قسمͬ به باشد، S۴ نظریه در فرمول ͷی τ کنید فرض بنابراین ͬ باشد. م

□Γτ ∈ ͬ دهیم م نشان τ کوتاهترین طول روی استقرا با . τ ∈ Force(π(X), T, V,Γ)

m(τ) = اگر باشد. τ برهان ترین کوتاه طول m(τ) کنید فرض .Force(π(X), T, V,Γ)

باشد. V از ‐گسترش Γ ͷی V P کنید فرض ͬ باشد، م موضوعͬ اصل ͷی τ آنگاه ٠

□Γτ ∈ که است معنͬ بدین این و τ ∈ Force(π(X), T, V [G],Γ) قبل های قسمت طبق

ͷی ⟨s٠, s١, ..., sn = τ⟩ و m(τ) = n + ١ کنید فرض حال .Force(π(X), T, V,Γ)

به باشد، آمده بدست sn−١ از استثنایی قیاس با τ اگر حال باشد. τ برای S۴ از برهان

وضوح

خواهیم دیدیم آنچه طبق باشد، آمده بدست الزام از اگر .□Γτ ∈ Force(π(X), T, V,Γ)

.□Γτ ∈ Force(π(X), T, V,Γ) داشت

باشد si = □Γτ چون جمله ای دارای است ممͺن τ برای ⟨s٠, .., sn⟩ برهان داریم توجه

.si ∈ Force(π(X), T, V,Γ) استقرا فرض طبق لذا و باشد آمده بدست الزام توسط که

Force(π(X), T, V,Γ) در ·٢ موضوع اصل دهیم نشان ا ست کافͬ قبل قسمت به توجه با .٢

وجود Q ∈ ΓV پس . V |= ♢Γ□Γϕ و باشد دلخواه P ∈ ΓV کنید فرض لذا دارد. قرار
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و S ∈ ΓV P ، R ∈ ΓV فورسینگ های لذا است جهت دار Γ چون ، V Q |= □Γϕ که دارد

و S برای ‐نام P ͷی Ṡ که .(R ≈ Q ∗ Ṫ)V و (R ≈ P ∗ Ṡ)V که دارند وجود T ∈ ΓV Q

V Q |= □Γϕ طرفͬ از ، V P∗Ṡ = V R = V Q∗Ṫ داریم حال ͬ باشد. م T برای ‐نام Q ͷی Ṫ

.V |= □Γ♢Γϕ لذا و V Q∗Ṫ |= ϕ ͬ دهد م نتیجه که

Force(π(X), T, V,Γ) در ·٣ موضوع اصل دهیم نشان است کافͬ بالا های اثبات طبق .٣

دارند وجود Γ در Q و P فورسینگ های لذا . V |= ♢Γϕ ∧ ♢Γψ کنید فرض دارد. قرار

که دارد وجود R ∈ ΓV Q یا ، Γ بودن خطͬ به باتوجه حال . V Q |= ϕ و V P |= ϕ که

که دارد وجود S ∈ ΓV P یا و ͬ باشد م R برای ‐نام Q ͷی Ṙ که جایی (P ≈ Q ∗ Ṙ)V

دهد(حالت رخ اول حالت کنید فرض ͬ باشد. م S برای ‐نام P ͷی Ṡ و (Q ≈ P ∗ Ṡ)V

بنابراین V Q |= ♢Γϕ لذا ، V P = V Q∗Ṙ لذا ͬ دهد). م را نتیجه همان مشابه طور به دوم

ͬ دهد م نتیجه که V Q |= ψ ∧ ♢Γϕ

V |= [(ϕ ∧ ♢Γψ) ∨ (ψ ∧ ♢Γϕ)].

.·٣ ∈ Force(π(X), T, V,Γ) لذا

یافتن در بود، موثر پایین کران های یافتن در فورسینگ کلاس های خواص که همانطور

قرار بررسͬ مورد را موضوع این زیر در ͬ شوند. م کار وارد کنترلͬ گزاره های بالا کران های

ͬ دهیم. م

بالا تمامیت‐کران های ٢ . ٣

از بزرگ دلخواه به متناهͬ و مستقل خانواده های دارای Γ اگر ( [١٣] (همͺینز .٢ . ٣ . ١ قضیه

آنگاه باشد، V روی دکمه ها و سوییچ ها

Force(π(X), T, V,Γ) ⊆ S۵.
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مدل ͷی در τ ١۴ . ١ . ٣ گزاره و ٢ . ١ . ١٣ کلیدی قضیه طبق لذا . τ /∈ S۵ کنید فرض برهان.

. F = {w٠, ..., wn−١} کنید فرض ͬ باشد. م نادرست |F ∗| = ١ که F متناهͬ قاب روی ͬͺکریپ

{s٠, ..., sm−١} کنید فرض ͬ باشد. ٢mم شͺل به n کرد فرض ͬ توان م ١۶ . ١ . ٣ ملاحظه به باتوجه

به را l : F −→ Sent(L∈(X)) تابع حال باشد. V روی ‐سوییچ ها Γ از مستقل خانواده ͷی

صورت

l(wj) = (
∧
i∈Aj

si) ∧ (
∧
i/∈Aj

¬si)

آن در j که ͬ باشد م ١١ j دودویی بسط جایͽاه های تمام مجموعه ی Aj آن در که کنید تعریف

صدق برچسب گذاری اول شرط در l لذا Aj ̸= Ak آنگاه j ̸= k اگر ͬ کند. م انتخاب را ١ مقدار

‐مستقل Γ ، V روی سوییچ ها چون ͬ کند، م صدق نیز دوم شرط در l ͬ دهیم م نشان حال ͬ کند. م

به که ͬ باشد م معنͬ بدین این ͬ باشد. م ‐لازم Γ ‐ممͺناً، Γ سوییچ ها از الͽویی هر لذا ͬ باشند م

سوییچ ها ابتدا در چون طرفͬ از .V [G] |= ♢Γl(wj) داریم j هر و V [G] گسترش ‐ Γ هر ازای

ͬ باشد. م برقرار نیز سوم شرط لذا ͬ باشند م خاموش

که دارد وجود H ‐ترجمه (π(X), T,Γ) کلیدی، قضیه به توجه با حال

.V |= H(τ) اگر وتنها اگر (M,w٠) |= τ

.τ /∈ Force(π(X), T, V,Γ)بنابراین ، V ⊭ H(τ) لذا (M,w٠) ⊭ τ لذا است Fآغازین نقطه هر چون

و بزرگ دلخواه به متناهͬ کنترلͽرهای دارای V روی Γ اگر ( [١٣] (همͺینز .٢ . ٣ . ٢ قضیه

آنگاه باشد، مستقل تواماً سوییچ های از بزرگ دلخواه به متناهͬ خانواده های

Force(π(X), T, V,Γ) ⊆ S۴ · ٣.

ͬͺکریپ مدل ͷی در τ ١۴ . ١ . ٣ گزاره و کلیدی قضیه طبق لذا . τ /∈ S۴ ·٣ کنید فرض برهان.

گزاره به توجه با ͬ باشد. م نادرست w٠ آغازین نقطه در و F متناهͬ خطͬ پیش مرتب قاب روی
که ͬ باشد م ١ و ٠ از ⟨a٠, ..., an⟩ متناهͬ دنباله ، j طبیعͬ عدد دودویی بسط از منظور پایان نامه، این در ١١

.Aj = {m < n : am = ١} بنابراین . j =
n∑

i=٠
ai٢i
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کنید فرض ͬ باشد. م نادرست آغازین نقطه در τ که کرد فرض ͬ توان م ١ . ٣ . ٨

F = {wk
j : k = ١, ..., n و j = ٠, ..., nk − ١}

. i = j اگر تنها و اگر wk
i ≡ wl

j و k < l اگر تنها و اگر wk
i < wl

j وضوح به

٢m با برابر nk هر که دارد وجود m طبیعͬ عدد کرد فرض ͬ توان م ١۶ . ١ . ٣ ملاحظه به باتوجه

Γ ͷی ⟨r١, ..., rn⟩ و ‐سوییچ ها Γ از مستقل خانواده ͷی {s٠, ..., sm−١} کنید فرض ͬ باشد. م

خاموش V در سوییچ ها ͬ کنیم م فرض کلیت از کاستن بدون باشد. V روی n طول از ‐کنترلͽر

ͬ کنیم م تعریف و ͬ باشند م

،r̄٠ = ¬r١ .١

،١ < k < n ازای به r̄k = rk ∧ ¬rk+١ .٢

،r̄n = rn .٣

دهید قرار همچنین

،s̄j = (
∧

i∈Aj

si) ∧ (
∧

i/∈Aj

¬si) .۴

آن در j که ͬ باشد م j دودویی بسط جایͽاه های تمام مجموعه ی Aj و j < ٢m آن در که

ͬ کند. م انتخاب را ١ مقدار

کنید فرض کنید. تعریف l(wk
j ) = r̄k ∧ s̄j صورت به را l : F −→ Sent(L∈(X)) تابع حال

ازای به اگر همچنین . j = j′ که است واضح s̄j تعریف به باتوجه . V [G] |= l(wk
j ) ∧ l(wk′

j′ )

تناقض که ، V [G] |= rk+١∧¬rk+١ داشت خواهیم آنگاه V [G] |= r̄k ∧ r̄k′ باشیم داشته k′ > k

فرض دوم شرط دادن نشان برای ͬ کند. م صدق گزاری برچسب اول شرط در l بنابراین ͬ باشد. م

با همزمان استقلال به توجه با و شود کم ͬ تواند نم کنترلͽر حجم چون ، V [G] |= l(wk
j ) کنید

بنابراین ͬ باشد م ‐ممͺن Γ کنترلͽر، حجم افزایش از مستقل سوییچ ها از الͽویی هر سوییچ ها،

داریم

V [G] |= ♢Γl(w
m
i ) ⇐⇒ wk

j ≤ wm
i ⇐⇒ k ≤ m.
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سوم شرط لذا ͬ باشد م صفر کنترلͽر حجم و ͬ باشند م خاموش سوییچ ها ابتدا در چون طرفͬ از

اگر (M,w٠) |= τ که دارد وجود H ترجمه کلیدی، قضیه به توجه با حال ͬ باشد. م برقرار نیز

.τ /∈ Force(π(X), T, V,Γ) ͬ کند م ثابت که V ⊭ H(τ) بنابراین . V |= H(τ) اگر وتنها

آنگاه باشد، V روی بلند کنترلͽر دارای Γ اگر ( [١٣] (همͺینز .٢ . ٣ . ٣ قضیه

Force(π(X), T, V,Γ) ⊆ S۴ · ٣.

هر ازای به که باشد فرمولͬ r و بلند کنترلͽر ͷی ⟨rα : ٠ < α < Ord⟩ کنید فرض برهان.

که دارد وجود k یͺتا طبیعͬ عدد و α یͺتا اردینال β اردینال هر ازای به .rα = r(α) ، α اردینال

باشد،آنگاه r(ω.α+ k) دقیقا r مقدار «اگر جمله si کنید فرض طبیعͬ i ازای به . β = ω.α+ k

، v(α) کنید فرض α ناصفر اردینال ازای به و ͬ باشد.» م ١ دودویی بسط در k رقم ‐مین i

از ͬ باشد. م ‐کنترلͽر Γ ͷی ⟨vα : ٠ ̸= α < Ord⟩ که است واضح باشد. r(ω.α) گزاره

مقدار لذا ͬ باشد، م یͺنواخت کنترلͽر چون باشد. γ دقیقا vα کنترلͽر مقدار کنید فرض طرفͬ

rα دقیق مقدار که دارد وجود m بنابراین باشد، γ + ١ مساوی یا و بزرگتر ͬ تواند نم دقیقا rα
i که کنید انتخاب طوری را m < k طبیعͬ عدد است کافͬ حال ͬ باشد، م ω.γ + m با برابر

را کار این Γ توسط ͬ توان م اینکه به توجه با و باشد، ١ با برابر k دودویی بسط در رقم ‐مین

که کرد انتخاب طوری را m < k ͬ توان م همچنین و کرد برقرار را si ͬ توان م لذا داد، انجام

¬si لذا باشد. ω.γ + k با برابر rα دقیق مقدار ولͬ نباشد ١ آن دودویی بسط در رقم ‐مین i

ͷی si هر لذا ͬ کند. نم تغییر vα مقدار حالت هردو در کنیم دقت شود. برقرار Γ توسط ͬ تواند م

تواماً ⟨vα : ٠ ̸= α < Ord⟩ همراه به سوییچ ها این که ͬ دهیم م نشان حال ͬ باشد. م ‐سوییچ Γ

ͬ کند. م اثبات را حͺم قبل قضیه لذا و هستند مستقل

¬sj١ , ...,¬sjm و si١ , .., sin داریم قصد و باشد داشته α دقیق مقدار v کنترلͽر کنید فرض ابتدا

که دارد وجود l طبیعͬ عدد قبل مانند باشند. برقرار {i١, ..., in} ∩ {j١, ..., jm} = ∅ آن در که

جایͽاه های آن دودویی بسط در که کنید انتخاب طوری l < k لذا دارد، ω.γ + l مقدار دقیقا rα
که است واضح باشند، داشته صفر مقدار j١, ..., jm جایͽاه های و باشند داشته ١ مقدار i١, ..., in
سوییچ ها لذا و رساند مقدار این به دقیقا و داد افزایش ω.γ + k تا را rα مقدار Γ توسط ͬ توان م

الͽویی اگر برعکس طرفͬ از ͬ ماند. م ثابت v دقیق مقدار همچنین و ͬ شوند م انجام Γ توسط
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rα مقدار Γ توسط ͬ توانیم م سپس ͬ کنیم. م انتخاب بالا مانند را k باشد، شده داده سوییچ ها از

سوییچ ها الͽوی ضمنا و ͬ شود م β دقیقا v مقدار نتیجه در که رساند، ω.β + k مقدار هر به را

ͬ ماند. م باقͬ ثابت

مشخص متناهͬ بولͬ پیش جبر قاب های تمام کلاس وسیله به S۴ · ٢ منطق .۴ . ٢ . ٣ گزاره

ͬ شود. م

.[١۴] به کنید نگاه برهان.

سوییچ ها از مستقل بزرگ دلخواه به خانواده های دارای Γ اگر ( [١٣] (همͺینز .۵ . ٢ . ٣ قضیه

آنگاه باشد، V روی دکمه ها و

Force(π(X), T, V,Γ) ⊆ S۴ · ٢.

ملاحظه و ١ . ٣ . ٨ گزاره بالا، گزاره کلیدی، قضیه طبق لذا . τ /∈ S۴ · ٢ کنید فرض برهان.

w٠ آغازین نقطه در و F متناهͬ بولͬ پیش جبر قاب ͷی روی ͬͺکریپ مدل ͷی در τ ١۶ . ١ . ٣

فرض ͬ توان م که است متناهͬ بولͬ جبر ͷی F تقسیمͬ قسمت خارج لذا ͬ باشد. م نادرست

باتوجه ͬ باشد. م A مانند متناهͬ مجموعه ͷی توانͬ مجموعه ، F ترتیبی قسمت خارج این کرد

هم ارزی کلاس هر کاردینال که دارد mوجود طبیعͬ عدد کرد فرض ͬ توان م ١۶ . ١ . ٣ ملاحظه به

آن عضو هر به و B = P (A) دهید قرار باشد. عضو n دارای A کنید فرض ͬ باشد. م ٢m با برابر

a, b ⊆ A و i, j < ٢m ازای به بالا به توجه با دهید. تخصیص wa
٠, ..., w

a
٢m−١ عضو ٢m ، a چون

m و b٠, ..., bn−١ ‐دکمه Γ تا n فرض، به توجه با حال .a ⊆ b اگر تنها و اگر wa
j ≤ wb

i داریم

ازای به ͬ دهند. م تشͺیل مستقل خانواده ͷی تواماً که دارند وجود s٠, ..., sm−١ ‐سوییچ Γ تا

بسط جایͽاه های تمام مجموعه ی Aj آن در که s̄j = (
∧

i∈Aj

si)∧ (
∧

i/∈Aj

¬si) کنید فرض j < ٢m

l : F −→ Sent(L∈(X)) تابع حال ͬ کند م انتخاب را ١ مقدار آن در j که ͬ باشد م j دودویی

صورت به را

l(wa
j ) = (

∧
i∈a

□bi) ∧ (
∧
i̸∈a

¬□bi) ∧ s̄j

دوم شرط دادن نشان برای ͬ باشد. م برقرار lبرای برچسب گذاری اول شرط وضوح به کنید تعریف

و فشرد ͬ توان م را دکمه ها از a ⊆ b چون بزرگتر خانواده هر چون .V [G] |= l(wa
j ) کنید فرض
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.V [G] |= l(wb
k) ، k هر ازای به پس کرد برقرار ͬ توان م را سوییچ ها از الͽویی هر مستقلا́ همزمان

بازگرداند توان نمͬ را شده فشرده های دکمه که چرا ، a ⊆ b که V [G] |= l(wb
k) زمانͬ برعکس،

.V [G] |= ♢l(wb
k)⇐⇒ a ⊆ b لذا کرد، برقرار ͬ توان م را ها سوییچ از الͽویی هر همچنان ولͬ

شرط بنابراین نشده فشرده دکمه ای هیچ و ͬ باشند م خاموش سوییچ ها ابتدا در چون طرفͬ از

که دارد وجود H ترجمه کلیدی، قضیه به توجه با حال ͬ باشد. م برقرار نیز برچسب گذاری سوم

که τ /∈ Force(π(X), T, V,Γ) بنابراین V ⊭ H(τ) لذا . V |= τ اگر وتنها اگر (M,w٠) |= τ

ͬ کند. م اثبات را حͺم

آنگاه باشد، نیز جهت دار قبل قضیه فرضیات بر علاوه Γ اگر .۶ . ٢ . ٣ نتیجه

Force(π(X), V,Γ) = S · ٢.

ͬ باشد. م واضح ۵ . ٢ . ٣ و ٢ . ٢ . ٢ قضایای به باتوجه برهان.

( [١۴] همͺینز لووه‐ فورسینگ‐ موجهات منطق اصلͬ (قضیه .٢ . ٣ . ٧ قضیه

Force = S · ٢.

. Force(L) ⊆ S۴ · ٢ دهیم نشان است کافͬ Force = S۴ · ٢ آوردن دست به برای برهان.

چراکه

Force ⊆ Force(L).

به متناهͬ و مستقل تواماً خانواده های که دهیم نشان است کافͬ ۵ . ٢ . ٣ قضیه به توجه با اما

در و ͬ پردازیم م مطلب این به ادامه در دارد. وجود L روی دکمه ها و سوییچ ها از بزرگ دلخواه

L روی سوییچ ها و دکمه ها از و بزرگ دلخواه به متناهͬ و مستقل خانواده های بعدی زیربخش

ͬ کنیم. م معرفͬ را

سوییچ ها و دکمه ها اصلͬ‐وجود قضیه برهان

مجموعه ی ͷی را C ⊆ κ مجموعه ی باشد. منظم کاردینال ͷی κ کنید فرض .٢ . ٣ . ٨ تعریف

C در sup(s) < κ با C عناصر از s = ⟨αζ : ζ < γ⟩ دنباله ی هر حد اگر گوییم بی کران و بسته
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هر ازای به C ∩ S ̸= ∅ اگر ͬ باشد، م ١٢ مانا κ در S مجموعه ی گوییم . sup(C) = κ و باشد

.C ⊆ κ بی کران و بسته مجموعه ی

دهید قرار باشد. مانا S ⊆ ω١ کنید فرض .٢ . ٣ . ٩ قضیه

PS = {p ⊆ S : ͬ باشد. م کراندار و بسته p}

رابطه با را PS

p ≤ q ⇐⇒ ∃α ∈ Ord q = p ∩max(q) + ١

حفظ را ω١ و ͬ کند م اضافه S در بی کران و بسته زیرمجموعه ͷی PS فورسینگ بͽیرید. نظر در

ͬ باشد. نم مانا ͷژنری مدل در ω١ \ S همچنین ͬ کند، م

.C =
∪
G دهید قرار باشد. ͷژنری‐ (V,PS) پالایه ͷی G و V |= ZFC کنید فرض برهان.

نظر در را Dα = {p ∈ PS : α ≤ max(p)} مجموعه ی ، α < ω١ کنید فرض . C ⊆ S لذا

q = p ∪ [γ, α + ١) گرفتن نظر در با حال . γ = max(p) و p ∈ PS \D کنید فرض بͽیرید.

بنابراین ͬ باشد. م چͽال PS در Dα ͬ دهد م نشان که q ∈ Dα و q ≤ p لذا q ∩ γ + ١ = p داریم

V [G] در لذا ͬ باشد، م بی کران و بسته مجموعه ی ͷی C بنابراین ، α ≤ β که دارد وجود β ∈ C

ͬ باشد. نم مانا ω١ \ S ،

هیچ PS ͬ کند م اثبات که دارد قرار V در V [G] در f : ω −→ V تابع هر ͬ دهیم م نشان حال

p ⊩ ḟ : ω −→ V کنید فرض ͬ کند. م حفظ را ω١ و ͬ کند نم اضافه جدید شمارای مجموعه ی زیر

کنید فرض . Aα =
∪
β<α

Aβ دهید قرار باشد حدی اردینال ͷی α اگر و A٠ = {p} دهید قرار .

به گونه را r = r(q, n) ، n < ω هر و q ∈ Aα هر ازای به حال . γα = sup{max(q) : q ∈ Aα}

دهید قرار حال .max(r) > γα و r ∥ ḟ(n) ، r ≤ q که کنید انتخاب ای

Aα+١ = Aα ∪ {r(q, n) : q ∈ Aα, n < ω}.

مجموعه ی ͬ دهیم م نشان ͬ سازد. م ممͺن را r انتخاب که ͬ باشد م شمارا Aα هر وضوح به

E = {β : γα < β آنگاه α < β اگر }
١٢Stationary
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و باشد β = sup(s) با E در صعودی دنباله ͷی s = ⟨βn : n < ω⟩ اگر ͬ باشد؛ م بی کران و بسته

طرفͬ از . β ∈ C ͬ دهد م نتیجه که γα < βn < β لذا و α < βn که دارد وجود n آنگاه . α < β

α دارد وجود لذا ͬ باشد م پیوسته و صعودی ⟨γα : α ∈ ω١⟩ دنباله چون . β′ < ω١ کنید فرض

فرض . γα ∈ E ͬ دهد م نتیجه که γγ < γγα = γα آنگاه γ < γα اگر حال . β′ < γα = α که

صعودی دنباله ی ͷی ⟨αn : n < ω⟩ کنید فرض و باشد E ∩ S در حدی اردینال ͷی λ کنید

n هر ازای به و p٠ = p دهید قرار . sup
n<ω

γαn = λ بنابراین . sup{αn : n < ω} = λ که باشد

طوری که: به کنید، انتخاب pn+١ ͷی

pn+١ ∈ Aαn+١ .١

pn+١ ≤ pn .٢

pn+١ ∥ ḟ(n) .٣

و . sup{max(pn) : n < ω} = λ داریم γαn < max(pn+١) ≤ γαn+١ به با توجه طرفͬ از

که q ≤ pn داریم n هر ازای به و ͬ باشد م PS از عضوی q =
∪
n<ω

pn ∪ {λ} لذا λ ∈ S چون

لذا q ⊩ ḟ = g که دارد وجود g ∈ V تابع بنابراین . n هر ازای به ، q ∥ ḟ(n) ͬ دهد م نشان

.f ∈ V

ͬ سازیم. م L روی دکمه ها از بزرگ دلخواه به و مستقل خانواده ای زیر در حال

وجود ω١ مانای مجموعه های زیر از {Sn : n ∈ ω} شمارا خانواده (سلوی) .٢ . ٣ . ١٠ قضیه

.ω١ =
∪
n<ω

Sn که دارد

.[١٩] به کنید نگاه برهان.

دارد. وجود L روی مستقل دکمه های از شمارا خانواده ͷی .٢ . ٣ . ١١ قضیه

دهید: قرار n هر ازای به ͬ باشد. م مانا Sn هر که ω١ =
∪
n<ω

Sn کنید فرض برهان.

bn ≡ “ ͬ باشد نم مانا Sn+١ ”
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⊩PTn
bn لذا ͬ باشد، م مانا Tn =

∪
n ̸=m<ω

Sm صفر از بزرگتر n ازای به طرفͬ از ، L |= ¬bn لذا

وجود C کراندار و بسته مجموعه لذا و ͬ باشد نم مانا Sn = ω١ \ Tn ͷژنری مدل در که چرا ،

نیز (V PTn )Q در آنگاه باشد، فورسینگ ͷی Q ∈ V PTn اگر بنابراین و C ∩ T c
n = ∅ که دارد

پارامتر با bn که کنیم دقت اما ͬ باشد، م دکمه L روی bn هر لذا .(V PTn )Q ⊩ bn لذا C∩T c
n = ∅

<L را {Sn : n ∈ ω} ͬ توان م L روی <L خوش ترتیبی رابطه ͷکم به لذا است، شده تعریف

ͬ باشد. م دکمه bn هر لذا ͬ باشد. م مانا Sn هر که گرفت نظر در ω١ افراز ‐کوچͺترین

شده داده n١, ..., nk کنید فرض ͬ باشد. م مستقل خانواده این دهیم نشان است کافͬ حال

درنظر با حال . T =
k∪

n=١
Sn دهید قرار و ni = i کنید فرض کلیت از کاستن بدون باشند،

نشان است کافͬ لذا و ٠ < i < k هر ازای به V PT |= bi داشت خواهیم PT فورسینگ گرفتن

ͬ شود: م نتیجه زیر مطلب از این که V PT |= (∀i < k) bi دهیم

ͬ ماند. م باقͬ مانا T نیز V PS در آنگاه باشد، S مانای مجموعه ی زیر T اگر

ͬ کنیم. م بیان خلاصه طور به لذا ͬ کنیم، م عمل ٢ . ٣ . ٩ قضیه اثبات مانند بالا مطلب اثبات برای

کنید فرض

p ⊩ “ است ω١ از بی کران و بسته مجموعه ͷی Ḋ ”

ͬ سازیم. م ω١ شمارای زیرمجموعه  های از ⟨Aα : α < ωصعودی⟨١ A٠دنباله = {p} دهید قرار .

β(q) > γα و r(q) ≤ q شرط q ∈ Aβ ازای به تالͬ باشد، اردینال ͷی α = β + ١ که حالتͬ در

Aβ+١ = Aβ ∪ {r(q) : q ∈ Aα} ͬ دهیم م قرار و r(q) ⊩ β̌(q) ∈ Ḋ که ͬ کنیم م انتخاب را

بسته مجموعه ͷی V در E چون بͽیرید. نظر در را ٢ . ٣ . ٩ قضیه اثبات در شده تعریف E همان

نهایت در و ͬ کنیم م انتخاب قضیه همان اثبات مانند را λ و T ∩ E ̸= ∅ لذا است، بی کران و

که داشت خواهیم آن ها ساخت به توجه با را ⟨pn : n ∈ ω⟩ و ⟨αn : n ∈ ω⟩ دنباله های

lim
n∈ω

max(pn) = λ = lim
n∈ω

β(pm).

داریم pn+١ ⊩ β(qn) ∈ D چون و q ≤ pn بنابراین . q =
∪
n∈ω

pn ∪ {λ} دهید قرار حال

خواهیم که ، p ⊩ “ است کراندار و بسته مجموعه ͷی Ḋ ” همچنین . q ⊩ ∀n β(qn) ∈ Ḋ

.q ⊩ λ̌ ∈ Ḋ داشت
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دارد. وجود L روی سوییچ ها از مستقل شمارا خانواده ͷی .٢ . ٣ . ١٢ قضیه

باشد: زیر جمله sn کنید فرض n ∈ ω هر ازای به برهان.

sn ≡ “٢ℵn+٣ = ℵn+۵ ”

ͬ باشد. م L روی سوییچ ها از مستقل خانواده ͷی {sn : n ∈ ω} ͬ دهیم م نشان

داده A = ⟨i١, ..., ik⟩ ∈ ω<ω صعودی دنباله کنید فرض و Pn = Add(ℵn+٣,ℵn+۵) کنید فرض

.P =
k∏

j=١
Pij دهید قرار باشند. شده

لذا باشد. ͷژنری‐ (L,P) پالایه ͷی G = G١ ×G٢ کنید فرض و k = ٢ کنید فرض ابتدا

زیر هیچ Pi٢ چون و L[G] |= ٢ℵi٣+٢ = ℵi٢+۵ ͬ دهد م نتیجه که L[G٢] ⊆ L[G١][G٢]

L[G١] |= داریم κ < ℵi٢+٢ هر ازای به لذا ͬ کند، نم اضاف ℵi٢+٢ از کمتر طول با مجموعه

لذا می باشد، برقرار L در GCH چون همچنین .L[G١] |= ٢ℵi١ = ℵ+i١ ویژه به . ٢κ = κ+

ͬ باشد، م ͷژنری L[G٢] روی G١ حال ͬ باشد. م کاردینال ها حافظ Pi٢ ایستون لم به توجه با

داشت خواهیم L[G] در بنابراین

(٢ℵi٣+١)L[G٢] = ℵLi١+۵ = ℵL[G]
i١+۵.

ͬ کند. نم تغییر ℵj توان دیدیم، آنچه مشابه j < i١ ازای به طرفͬ از

داشت خواهیم ١ . ٢ . ٢٣ گزاره به توجه با آنگاه i٢ < j اگر

(٢ℵj+٣)L[G] ≤ [(ℵ<ℵi٣+٢
i٢+۵ )ℵj+٣ ]L = (٢ℵj+٣)L = ℵ+L

j+٣ = ℵ+j

توجه با لذا دارد ℵ+j+٣.c.c خاصیت Pi١ و ‐بسته ℵ+j+٣ خاصیت Pi٢ چون آنگاه i١ < j < i٢ اگر

داریم: قضیه.. به

P (ℵj+٣)L[G] = P (ℵj+٣)L[G٢] = ℵ+j+٣.

اثبات نیز ٢ < k برای مشابه طور به و استقرا با هستند، مستقل سوییچ دو این ͬ دهد م نشان که

ͬ شود. م

L روی دکمه ها و سوییچ ها از بزرگ دلخواه به متناهͬ مستقل خانواده های .٢ . ٣ . ١٣ نتیجه

دارد. وجود



۴١ بالا تمامیت‐کران های .٢ . ٣

شده ساخته دکمه های b٠, ..., bn کنید فرض باشند، طبیعͬ عدد دو m و n کنید فرض برهان.

ͬ دهیم م نشان باشند. ٢ . ٣ . ١٢ قضیه در شده ساخته سوییچ های s٠, ..., sm و ٢ . ٣ . ١١ قضیه در

ͬ باشد. م مستقل L روی {b٠, ..., bn, s٠, ..., sm} خانواده

کنید فرض لذا خاموش. سوییچ ها تمام و نافشرده اند دکمه ها تمام L روی که است واضح

ͬ دهیم م نشان .∅ ̸= B ⊆ m و ∅ ̸= A ⊆ n

L |= ♢[(
∧
i∈A

bi) ∧ (
∧
i/∈A

¬bi) ∧ (
∧
j∈B

sj) ∧ (
∧
j /∈B

)¬sj]

هستند. مستقل تواماً مذکور خانواده های ͬ کند م بیان که

بͽیرید. نظر در را PT×Q فورسینگ حال . Q =
∏
j∈B

Add(ℵj+٣,ℵj+۵) و T =
∪
i/∈A

Si دهید قرار

که است واضح ٢ . ٣ . ١١ قضیه به توجه با باشد، ͷژنری‐ (L,PT ×Q) پالایه ͷی G کنید فرض

|PT | = ٢ℵ٠ = ℵ١ و ͬ باشد م کاردینال ها حافظ PT چون همچنین ، L[G] |= (
∧
i∈A

bi)∧(
∧
i/∈A
¬bi)

داریم LPT در ١ . ٢ . ٢٢ گزاره بنابر لذا

∀λ ≥ ℵ١ ٢λ ≤ (٢λ)V = λ+.

٢ . ٣ . ١٢ قضیه در که همانطور اما ͬ شود، م تعیین Q توسط j = ٠, ...,mازای به ٢ℵj+٣ مقدار

داریم دیدیم،

(V PT )Q |= (
∧
j∈B

sj) ∧ (
∧
j /∈B

¬sj).

همچنین

L[G] |= [(
∧
i∈A

bi) ∧ (
∧
i/∈A

¬bi) ∧ (
∧
j∈B

sj) ∧ (
∧
j /∈B

)¬sj].

ͬ رسد. م پایان به اصلͬ قضیه اثبات لذا

.Force(V ) = S۴ · ٢ آنگاه باشد، تعریف پذیر مطلقا V اگر .١۴ . ٢ . ٣ نتیجه

واسطه به دکمه ها تعریف امͺان اهمیت حایز نکته تنها ͬ باشد. م اصلͬ قضیه مانند اثبات برهان.

ͬ باشد. م V بودن تعریف پذیر



۴٢ فورسینگ موجهات منطق .٢

Force(π(Hω٢), V ) = S۴ · ٢ .١۵ . ٢ . ٣ نتیجه

و بزرگ دلخواه به متناهͬ خانواده های V روی دهیم نشان است کافͬ ۵ . ٢ . ٣ قضیه طبق برهان.

کنیم، انتخاب H(ω٢) از را پارامتر ها داریم اجازه چون دارد، وجود سوییچ ها و دکمه ها از مستقل

خوش ترتیبی رابطه به نیاز و ͬ کند م کار اصلͬ قضیه اثبات در شده ساخته دکمه های همان لذا

ساخته سوییچ های ͬ توان م لذا )تعریف پذیرند، n ∈ ω ) ℵn کاردینال های چون همچنین نداریم،

نتیجه را حͺم و ͬ کند م کار دقیقاً اصلͬ قضیه اثبات لذا برد، بͺار نیز را اثبات همان در شده

ͬ دهد. م

داریم قضایا و تعاریف به توجه با X ⊆ Y کنید فرض .١۶ . ٢ . ٣ نتیجه

S۴ · ٢ ⊆ Force(π(Y ), V ) ⊆ Force(π(X), V ) ⊆ Force(V ) ⊆ S۵.

( [١٣] (همͺینز .٢ . ٣ . ١٧ قضیه

آنگاه باشد، V روی Ord تعداد به مستقل دکمه های از یͺنواخت خانواده ͷی دارای Γ اگر

Force(π(X), V,Γ) ⊆ S۴ · ٢.

دهید قرار باشد. دکمه ها از شده داده مستقل خانواده {bα : α ∈ Ord} کنید فرض برهان.

B = {bn : n ∈ ω}.

α اردینال هر ازای به همچنین

ζ(α) = sup{γ > ω + α : است. شده فشره bγ}

حال ͬ باشد. م بلند کنترلͽر ͷی ⟨rα : α ∈ Ord⟩ که است واضح .rα = bζ(α) کنید تعریف حال

توام که ͬ دهد م دست به V روی مستقل سوییچ های کنترلͽر، این ٢ . ٣ . ٣ قضیه اثبات به توجه با

بودند. مستقل ابتدا در ها bα که چرا ͬ باشد، م مستقل B با

این حال ͬ باشد. م فورسینگ موجهات منطق برای بالا کران ͷی S · ۵ دیدیم که همانطور

Force(V؟ ) = S · ۵ که دارد وجود V از مدلͬ آیا که ͬ آید م وجود به طبیعͬ سوال

در را سوال این پاسخ ͬ کند. م معرفͬ ها مجموعه نظریه در را جدیدی اصول سوال این به جواب

ͬ آوریم. م بعد فصل



٣ فصل

همͺینز بیشینگͬ اصول

سادگͬ به که یافت بتوان فورسینگ با مرتبط مجموعه ها نظریه در بیشنگͬ اصل کمتر شاید

را خود مقاله ی نام همͺینز که است دلایلͬ از ͬͺی شاید این و باشد همͺینز بیشینگͬ اصول

بیشینگͬ اصل قوی ترین و مهم ترین سازگاری هرچند است. نهاده ساده“ بیشینگͬ اصل ͷی”

آنها سازگاری که نتایجͬ ͬ باشند، م انگیز حیرت آن نتایج اما است، ابهام از هاله ای در همͺینز

همان این و است، گماشته کار به کاغذ درون و بیرون جهان در را بسیاری قلم های و مغزها

تاوان باشد، سازگار اگر واقع در است. کرده سخت را اصل این سازگاری اثبات که است چیزی

بدهد. خود سازگاری اثبات بغرنجͬ و سختͬ در باید را خود بلافصل نتایج سازگاری قدرت

بیشینگͬ اصول سازگاری ٣ . ١

در فورسینگ مفاهیم از کلاس ͷی Γ کنید فرض ( ١ همͺینز بیشینگͬ (اصل .٣ . ١ . ١ تعریف

که: ͬ کند م بیان همͺینز بیشنگͬ اصل کلͬ فرم باشد، L∈(X) زبان

.♢Γ□Γϕ =⇒ ϕ آنگاه باشد، L∈(X) زبان در جمله ͷی ϕ اگر

ͬ دهیم. م نمایش MPΓ(X) با را اصل این

با ͬ باشد. م S · ۵ اصل همان ٢ بیشینگͬ اصل موجهات منطق زبان به واقع در داریم دقت
١Hamkins’ Maximality Principle

ͬ باشد. م همͺینز بیشینگͬ اصل همواره بیشینگͬ اصل از منظور فصل این ٢در



۴۴ همͺینز بیشینگͬ اصول .٣

وجود ZFC از V مدل که کرد خواهیم اثبات حقیقت در ͬ آید م ادامه در که قضایایی به توجه

.Force(V ) = S · ۵ که دارد

دارد وجود بیشینگͬ اصل از دیͽری شͺل ( ٣ همͺینز ضروری بیشینگͬ (اصل .٣ . ١ . ٢ تعریف

یعنͬ ͬ باشد، م ضروری MPΓ(X) ͬ کند م بیان که گوییم ضروری بیشینگͬ اصل آن به که

□ΓMPΓ(X).

آن بر سعͬ فصل این در ببینید). را زیر ͬ باشد(گزاره نم سازگار □ΓMPΓ(X) کلͬ حالت در

دهیم. قرار بررسͬ مورد را اصول این سازگاری Γ یا X روی هایی محدودیت با تا است

.٣ . ١ . ٣ گزاره

ͬ باشد. نم سازگار A ⊈ H(ω١) که MP(A) .١

ͬ باشد. م ناسازگار □c.c.cMPc.c.c(H(ω٢)) .٢

برهان.

کنید فرض حال .a ∈ A \H(ω١) باشیم داشته V در و V |= ZFC کنید فرض .١

”ϕ ≡ “a ∈ H(ω١).

گسترش های تمام در ϕ همچنین و a ∈ H(ω١) داشت خواهیم ω روی بر |a| فروپاشͬ با

برقرار V در ϕ اما ͬ باشد م لازم ممͺناً V روی ϕ لذا ͬ باشد، م برقرار نیز بعدی فورسینگͬ

ͬ باشد. م نادرست MP(A) لذا ͬ باشد، نم

ͬ آوریم. م ٣ . ١ . ٢٢ نتیجه از بعد را قسمت این اثبات .٢

ͬ باشد. م سازگار MP ( [١٠] (همͺینز .۴ . ٣ . ١ قضیه
٣Hamkins’ Necessary Maximality Principle



۴۵ بیشینگͬ اصول سازگاری .٣ . ١

دیͽر قضیه چند و آن اثبات در اساسͬ نقش که ͬ باشیم م زیر لم نیازمند قضیه این اثبات برای

ͬ کند. م بازی

ͬ باشد. م سازگار ZFC + Vδ ≺ V که دارد وجود δ اوردینال .۵ . ٣ . ١ لم

T = ZFC+Vδ ≺ اگر ͬ باشد. م ثابت نماد ͷی δ∗ آن در ∗Lکه = L∈∪{δ∗} کنید فرض برهان.

نشان است کافͬ بنابراین ͬ باشد، م ناسازگار نیز L∗ زبان در لذا باشد ناسازگار L∈ زبان در V

خانواده ͷی {ϕ١, ..., ϕn} و باشد M |= ZFC کنید فرض ͬ باشد. م سازگار L∗ زبان در که دهیم

Vδ |= ϕ١∧ ...∧ϕn که دارد وجود δ اوردینال ل˼وی، بازتاب قضیه با لذا باشد، T نظریه از متناهͬ

قضیه به توجه با لذا دارد. مدل ͷی T نظریه از متناهͬ زیرمجموعه ی هر δ به δ∗ تعبیر با حال .

دارد. مدل T نظریه تمام فشردگͬ،

فرض . Vκ ≺ V که باشد ای گونه به κ کنید فرض ۵ . ٣ . ١ لم به باتوجه .( ۴ . ٣ . ١ قضیه (برهان

.V [G] |= MP که ͬ دهیم م نشان باشد. ͷژنری ‐ (V,P) پالایه ͷیG و P = Col(ω, κ) که کنید

حال . p ⊩ ∃Q (∃q ∈ Qq ⊩ □ϕ) که دارد وجود p ∈ P پس ،V [G] |= ♢□ϕ که کنید فرض لذا

.V P∗Q̇ |= □ϕ بنابراین .(p, q̇) ⊩ □ϕ که دارند وجود q̇ و Q̇ ∈ Vκ ، Vκ ≺ V مقدماتͬ نشاندن با

.V [G] |= MP دهد مͬ نتیجه که V P |= ϕ لذا .P ∗ Q̇ ≈ P داریم ١ . ٢ . ٣١ قضیه به توجه با ولͬ

زیر قضیه نیز اینجا در ͬ کند، م بازی اساسͬ نقشͬ بالا قضیه اثبات در ۵ . ٣ . ١ لم که همانطور

کنیم. اجرا را ͷتکنی همان بتوانیم تا ͬ آید م ما ͷکم به

پالایه ͷی ،G و κ.c.c خاصیت با فورسینگ مفهوم ͷی P ⊆ Vκ و Vκ ≺ V اگر .۶ . ٣ . ١ لم

.Vκ[G] ≺ V [G] آنگاه باشد. ͷژنری‐ (V,P)

A و A ∈ Vκ لذا |A| < κ چون باشد، Vκ در P از بیشینه پادزنجیر ͷی A کنید فرض برهان.

لذا و است ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G طرفͬ از ͬ باشد. م V در P از بیشینه پادزنجیر ͷی

پالایه ͷی G ͬ دهد م نشان که p ∈ Vκ داشت خواهیم آنگاه ، p ∈ A ∩ G اگر ، A ∩ G ̸= ∅

ͬ باشد. م نیز ͷژنری‐ (Vκ,P)

که دارد وجود p ∈ P لذا V [G] |= ∃xϕ(x) کنید فرض تارسͺͬ‐وات، تست به توجه با



۴۶ همͺینز بیشینگͬ اصول .٣

این و (p ⊩ ∃xϕ(x))Vκ داریم Vκ ≺ V اینکه و تعریف پذیری لم لطف به حال .(p ⊩ ∃xϕ(x))V

.Vκ[G] ≺ V [G] بنابراین .Vκ[G] |= ∃xϕ(x) که ا ست معنͬ بدین

ͬ باشند. م هم سازگار زیر موارد ( [١٠] (همͺینز .٣ . ١ . ٧ قضیه

.Vκ ≺ V که دارد وجود κ دسترس ناپذیر کاردینال .١

.MP(٢ω) .٢

باشد. ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G و باشد P = Col(ω,< κ) کنید فرض (١ =⇒ ٢) برهان.

V [G] |= ♢□ϕ(x̄) کنید فرض ۴ . ٣ . ١ قضیه برهان مانند لذا .V [G] |= MP(٢ω) ͬ دهیم م نشان

.Gλ = G∩Col(ω,< λ) آن در که x̄ ∈ V [Gλ] که دارد وجود λ < κ طرفͬ از x̄ ∈ ٢ω آن در که

دارد وجود Q ∈ Vκ[Gλ] لذا Vκ[Gλ] ≺ V [Gλ] داریم Vκ ≺ V اینکه و ۶ . ٣ . ١ لم به توجه با حال

قضیه از |Pλ ∗ Q̇| < κ اینکه به توجه با حال V Pλ∗Q̇ |= □ϕ(x̄) ولذا V [Gλ]
Q |= □ϕ(x̄) که

کند. مͬ اثبات را حͺم که V [G] |= ϕ(x̄) پس ، V Pλ∗Q̇ ⊆ V P داریم ١ . ٢ . ٣١

عدد ͷی r کنید فرض .δ = ω١ دهید قرار باشد. برقرار MP(٢ω) کنید فرض (٢ =⇒ ١)

باشد زیر جمله ϕ و باشد حقیقͬ

“ ͬ باشد. م شمارا ، L[r] ناشمارای کاردینال اولین ”

٣ . ١ . ١٧ قضیه که .ωL[r]
١ < δ بنابراین ͬ باشد، م ضروری ممͺناً ϕ و ͬ باشد م برقرار MP(٢ω) چون

مقدماتͬ زیرساختار ͷی Lδ ͬ دهیم م نشان حال ͬ باشد. م دسترس ناپذیر L در δ ͬ دهد م نتیجه

a ∈ Lα که باشد اردینال کوچͺترین α کنید فرض و L |= ∃xψ(x) کنید فرض ͬ باشد. م L از

باشد زیر جمله ξ کنید فرض .L |= ψ(a) که قسمͬ به دارد وجود

ͬ باشد.“ م شمارا ، ψ(a)L که قسمͬ به دارد وجود a ∈ Lα که α اردینال کوچͺترین ”

کرد، کد حقیقͬ عدد ͷی در را آن ها ͬ توان م دارند، قرار Lδ در ψ احتمالͬ پارامترهای چون

درست باید پس ͬ باشد. م ضروری ممͺناً ξ طرفͬ از دارند، قرار ٢ω در ξ پارامترهای بنابراین

.Lδ ≺ L داریم تارسͺͬ‐وات تست با که شود پیدا Lδ در ͬ تواند م a لذا باشد.

اگر ͬ باشد، م ۴ فشرده ضعیف طور به کاردینال ͷی κ ناشمارای کاردینال گوییم .٣ . ١ . ٨ تعریف
۴Weackly Compact Cardinal



۴٧ بیشینگͬ اصول سازگاری .٣ . ١

که دارد وجود κ اندازه از H ⊆ κ زیرمجموعه ͷی F : [κ]٢ −→ λ تابع هر و λ < κ هر ازای به

زیرمجموعه های تمام مجموعه ی یعنͬ [A]٢ ، A مجموعه ازای به ͬ باشد. م ثابت [H]٢ روی F

.A دوعضوی

متعدی مدل هر ازای به اگر، تنها و اگر است، فشرده ضعیف طور به κ کاردینال .٣ . ١ . ٩ لم

آن در که ZFC− از M

، |M | = κ .١

، κ ∈M .٢

.M<κ ⊆M .٣

که جایی .crit(j) = κ که دارد وجود j :M −→ N مقدماتͬ نشاندن و N متعدی مدل آنگاه

.j(α) > α که است α اوردینال کوچͺترین crit(j)

.[١٩] به کنید نگاه برهان.

با حاصلضزب آنگاه باشد فشرده ضعیف طور به کاردینال ͷی κ کنید فرض .٣ . ١ . ١٠ گزاره

دارد. κ.c.c خاصیت ، κ.c.c خاصیت با فورسینگ ها از خانواده هر متناه̞ͬ تکیͽاه

.[١٩] به کنید نگاه برهان.

معادلند: زیر موارد ( [١٠] (همͺینز‐وودین .٣ . ١ . ١١ قضیه

دارد. وجود فشرده ضعیف طور به کاردینال ͷی .١

ͬ باشد. م سازگار □c.c.cMPc.c.c(٢ω) .٢

آوریم. مͬ لم ها این از بعد را برهان بنابراین داریم، لم چند به نیاز اثبات برای برهان.

باشد. ‐فورسینگ κ.c.c ͷی P و فشرده ضعیف به طور کاردینال ͷی κ کنید فرض .٣ . ١ . ١٢ لم

وجود Q ‐فورسینگ κ.c.c آنگاه ، x ∈ H(κ)V [G] و باشد ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G اگر

ͬ باشد. م کمتر κ از Q اندازه و x ∈ V Q که دارد



۴٨ همͺینز بیشینگͬ اصول .٣

کنید فرض . |P| ≥ κ کنید فرض لذا ͬ باشد، م برقرار حͺم |P| < κ اگر که است واضح برهان.

باشد، x برای ‐نام P ͷی τ کنید فرض و P ∈ H(θ) که باشد به گونه ای κ < θ منظم کاردینال

به  را H(θ) از M مقدماتͬ زیرساخت .|x| < κ و x ⊆ κ کنید فرض کلیت، از کاستن بدون

که کنید انتخاب گونه ای

. κ, τ,P ∈M •

. |M| = κ •

.M<κ ⊆M •

دارد. وجود Mای چنین است، دسترس ناپذیر κ چون

j :M −→ N مقدماتͬ نشاندن و متعدی N ٣ . ١ . ٩ لم به توجه با : |P| = κ اول، حالت •

ͬ دهیم م نشان حال .crit(j) = κ که دارند وجود

N |= (∃Q◁ j(P))[|Q| < |j(P)| ∧ (∃σ١j(P) ⊩ σ = j(τ)]

است. N در ‐نام Q ͷی σ که جایی

فرض حال .P ⊆ j(P) ͬ دهد م نتیجه که P ⊆ V M
κ کرد فرض ͬ توان م لذا |P| = κ چون

ͬ دهد م نتیجه که |A| < κ لذا باشد، N در بیشینه پادزنجیر ͷی A ⊆ P کنید

M |= ∀p ∈ P∃q ∈ A q ∥ p.

داریم: مقدماتͬ نشاندن با لذا و

N |= ∀p ∈ j(P)∃q ∈ j(A) = A q ∥ p.

x ⊆ κ کرد فرض ͬ توان م لذا x ∈ H(κ) و است x برای ‐نام P ͷی τ چون طرفͬ از

به توجه با حال .١j(P) ⊩ σ = τ لذا .σ = τ دهید قرار .j(τ) = τ بنابراین |τ | < κ و

اثبات حͺم لذا .١P ⊩ σ = τ که دارند وجود σ ‐نام Q ͷی و Q◁ P مقدماتͬ، نشاندن

ͬ شود. م
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پادزنجیر ͷی A ⊆ P∩M کنید فرض بͽیرید. نظر در را P∩M : |P| > κ دوم، حالت •

طول با دنباله های Mتحت چون و |A| < κ لذا دارد κ.c.c خاصیت P چون باشد، بیشینه

Mنیز در A مقدماتͬ، زیرساخت به توجه با بعلاوه و A ∈ M لذا است بسته κ از کمتر

وجود κ از کمتر اندازه از Q اول، حالت به توجه با حال P∩M◁P لذا و ͬ باشد م بیشینه

اثبات را حͺم که ⊩P∩M τ = σ که دارد وجود σ ‐نام Q و Q ◁ P ∩M ◁ P که دارد

ͬ کند. م

۵ ترم فضای فورسینگ

فورسینگ این گوییم. فضای ترم فورسینگ آن به و ͬ آوریم م جدید فورسینگ ͷی قسمت این در

ͬ شود. م ساخته شده داده فورسینگ دو توسط

فرض باشد. Q فورسینگ برای ‐نام P ͷی Q̇ و فورسینگ ͷی P کنید فرض .٣ . ١ . ١٣ تعریف

رابطه با را A(P,Q) باشد. Q̇ اعضای از متعارف ‐نام های P تمام مجموعه ی A(P,Q) کنید

بͽیرید. نظر در زیر

σ̇ ≤A(P,Q) τ̇ ⇐⇒⊩P σ̇ ≤Q̇ τ̇

گوییم. P روی Q̇ از آمده دست به فضای ترم فورسینگ فورسینگ، این به

نظریه از مدلͬ W و باشد ͷژنری‐ (V,A(P,Q)) پالایه ͷی H کنید فرض .١۴ . ٣ . ١ لم

ͷی آنگاه باشد، داشته وجود G ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی .اگر V [H] ⊆ W که مجموعه ها

دارد. وجود W در ͷژنری‐ (V [G],Q) پالایه

پالایه ͷی K ͬ کنیم م ادعا . K ∈ W لذا ، K = {q[G] : q ∈ A(P,Q)} کنید فرض برهان.

فرض است. واضح A(P,Q) تعریف به توجه با K بودن پالایه ͬ باشد. م ͷژنری‐ (V [G],Q)

ͬ باشد“ م چͽال Ḋ ” که باشد D برای ‐نام P ͷی Ḋ و باشد چͽال Q در D ∈ V [G] کنید

کنید فرض ͬ باشد؛ م چͽال A(P,Q) در D∗ . D∗ = {q̇ : ١ ⊩ q̇ ∈ Ḋ} کنید فرض . ١ ⊩

ͬ باشد م چͽال ”Ḋ چون و q̇ ∈ D∗ لذا q ∈ D که دارد وجود q ≤ p ͷی بنابراین ṗ ∈ A(P,Q)

۵Termspace Forcing
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نتیجه که q[G] ∈ K ∩ D داریم پس ، q ∈ D∗ ∩ H کنید فرض . ١ ⊩ q̇ ∈ D∗ لذا ، ١ ⊩ “

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (V [G],Q) پالایه ͷی K ͬ دهد م

با فورسینگ ͷی P و باشد فشرده ضعیف طور به کاردینال ͷی κ کنید فرض .١۵ . ٣ . ١ لم

دارد. κ.c.c خاصیت A(P,Q) آنگاه ، ١P ⊩ “ دارد κ.c.c خاصیت Q̇ ” که |P| < κ

κ اندازه از پادزنجیر ͷی A = {q̇α : α < κ} ⊆ A(P,Q) کنید فرض خلف برهان به برهان.

که ندارد وجود q̇ مانند شرطͬ A در متمایز q̇γ و q̇β دو هر ازای به لذا باشد.

١P ⊩ q̇ ≤Q q̇β ∧ q̇ ≤Q q̇γ.

دو هر ازای به انتخاب، اصل از استفاده با .p ⊩ q̇β ⊥Q̇ q̇γ که دارد وجود p ∈ P بنابراین

تابع حال ͬ دهیم. م نمایش pγ,β نماد با و ͬ کنیم م انتخاب بالا ویژگͬ با p ͷی q̇γ و q̇β شرط

فشرده ضعیف طور به κ چون ͬ کنیم، م تعریف F ({α, β}) = pα,β ضابطه با را F : [κ]٢ −→ P

که است معنͬ بدین این و F ↾[H]٢= p که دارند وجود p ∈ P و κ اندازه از H ⊆ κ لذا است،

p ⊩ q̇β ⊥Q̇ q̇γ ∀β, γ ∈ H

ͬ باشد. م ١P ⊩ “ دارد κ.c.c خاصیت Q̇′′ با تناقض در این اما و

باشد V در فشرده ضعیف طور به کاردینال ͷی κ کنید فرض .(٣ . ١ . ١١ ١ =⇒ ٢ قضیه (برهان

زیرساختار به توجه با که دارد وجود فشرده ضعیف طور به کاردینال ͷی Vδ در بنابراین Vδ ≺ V و

شدن کاسته بدون لذا ͬ باشد، م فشرده ضعیف طور به نیز V در کاردینال این Vδ بودن مقدماتͬ

.κ < δ کرد فرض ͬ توان م کلیت از

ͬ کنند: م صدق زیر شرایط در که باشد Vδ در ⟨P ∗ Q̇, ϕ(ẋ)⟩ تمام گردایه I کنید فرض حال

،P ∈ Vκ •

ͬ باشد، م H(κ) از عضوی برای ‐نام P ͷی ẋ •

در ϕ(ẋ) که ͬ کند م فورس Vδ روی ١P∗Q̇ که ͬ باشد، م ‐فورسینگ κ.c.c ͷی Q̇ ∈ V P
δ •

برقرار باشد. V P∗Q̇
δ ‐گسترش های κ.c.c تمام
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‐فورسینگ κ.c.c ͷی A(P,Q) ٣ . ١ . ١٠ گزاره به باتوجه ، Q⟨P∗Q̇,ϕ(ẋ)⟩ = A(P,Q) دهید قرار

R = متناهͬ تکیه گاه با آن ها حاصلضرب بنابراین ٣ . ١ . ١٠ گزاره به توجه با همچنین ͬ باشد م

ͬ کنیم م ادعا باشد. ͷژنری‐ (V,R) پالایه ͷی K کنید فرض ͬ باشد. م κ.c.c نیز ∏
I

A(P,Q)

.V [K] |= □c.c.cMPc.c.c(٢ω)

و ͬ کند م اضافه H(κ) به را ẋ جدید عنصر که باشد فورسینگ ͷی P ∈ V [K] کنید فرض

V [K]P∗Q̇ |= که دارد وجود Q̇ فوسینگ κ.c.c ͷی بنابراین . V [K]P |= ♢κ.c.c□κ.c.cϕ(ẋ)

٣ . ١ . ١٢ لم ͬ کند، م اضافه V روی H(κ) در را ẋ عنصر R ∗ Ṗ چون طرفͬ از .□κ.c.cϕ(ẋ)

فرض پس ͬ کند، م اضافه را ẋ که دارد وجود κ از کمتر اندازه از P٠ ◁R ∗ Ṗ که ͬ کند م تضمین

که ، P٠ ∗ Q̇ ◁ (R ∗ Ṗ) ∗ Q̇ لذا P٠ ◁ R ∗ Ṗ چون طرفͬ از ͬ باشد. م ‐نام P٠ ͷی ẋ کنید

. V P٠ |= □κ.c.c♢κ.c.cϕ(ẋ) پس ͬ باشد، م V P٠ از ‐گسترش κ.c.c ͷی V [K]P∗Q̇ ͬ دهد م نشان

⟨P٠ ∗ Q̇, ϕ(ẋ)⟩ ∈ I لذا .V P٠
δ |= □κ.c.c♢κ.c.cϕ(ẋ) داریم مقدماتͬ نشاندن ͷکم به همچنین

G٠ = P٠ ∩K کنید فرض دارد. وجود V [K] در H ͷژنری‐ (V,A(P٠,Q)) پالایه بنابراین ،

١۴ . ٣ . ١ لم به توجه با لذا .G٠ ∈ V [K] و ͬ باشد م ͷژنری‐ (V,P٠) پالایه ͷی وضوح به که

همه ی در ϕ(ẋ) چون و .( Q = Q̇G٠ دارد( وجود V [K] در G ͷژنری‐ (V [G٠],Q) پالایه ͷی

‐ κ.c.c همه ی در مقدماتͬ نشاندن با لذا و ͬ باشد م برقرار Vδ[G٠][G] ‐گسترش های κ.c.c

ͬ باشد، م V [G٠][G] از ‐گسترش κ.c.c ͷی V [K] اما ͬ باشد، م برقرار V [G٠][G] گسترش های

ͬ دهد م نشان که ، V [K] |= ϕ(x) لذا

V [K] |= □κ.c.cMPκ.c.c(H(κ)).

و α < κ کنید فرض حال

ϕ(α) ≡ “ ͬ باشد م شمارا α”

Col(ω, α) ) V [K][C] |= ϕ(α) آنگاه باشد، ͷژنری‐ (V [K], Col(ω, α)) پالایه ͷی C اگر لذا

داشت خواهیم (V [K][C])S بعدی گسترش هر در همچنین ͬ باشد.)و م فورسینگ κ.c.c ͷی

(V [K][C])S |= ϕ(α) ∧ κ = ℵ١.

.V [K] |= □c.c.cMPc.c.c(٢ω) بنابراین ، V [K] |= κ = ℵ١ لذا
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ͬ آوریم. م ادامه در که داریم نیاز پیشنیازهایی به نیز دیͽر طرف اثبات برای

L[r] در δ اگر ͬ باشد، م دسترس ناپذیر حقیقͬ اعداد به δ کاردینال گوییم .١۶ . ٣ . ١ تعریف

.r ∈ ٢ω هر ازای به باشد، دسترس ناپذیر

ℵ١ ̸= ℵL[r]١ هر ازای به اگر تنها و اگر است دسترس ناپذیر حقیقͬ اعداد به ℵ١ .٣ . ١ . ١٧ گزاره

.r ∈ ٢ω باشیم داشته

و L[r] |= ℵ١ = ω+ پس ، ℵ١ = ℵL[r]١ که باشد داشته وجود r ∈ ٢ω کنید فرض (⇐= ) برهان.

دسترس ناپذیر ℵ١ لذا و ͬ باشد نم دسترس ناپذیر نیز L[r] در ℵ١ ͬ باشد، نم دسترس ناپذیر ℵ١ چون

ͬ باشد. نم حقیقͬ اعداد به

ͬ باشد م منظم V در ℵ١ چون . ℵ١ ̸= ℵL[r]١ داریم ٢ω در r هر ازای به کنید فرض ( =⇒ )

دهیم نشان ا ست کافͬ بنابراین ͬ باشد، م منظم نیز L[r] در لذا است پایینͬ مطلق بودن منظم و

باتوجه اما . L[r] |= “∀κ < ℵ١ ٢κ < ℵ١ یعنͬ” ͬ باشد، م حدی قویاً L[r] در ℵ١ ، r هر برای

به ا ست. حدی کاردینال ͷی L[r] در ℵ١ دهیم نشان ا ست کافͬ پس L[r] |= GCH اینکه به

L[r] در κ لذا ، κ+ = ℵ١ داریم L[r] در κ < ℵ١ کاردینال ازای به که کنید فرض خلف برهان

برای کدی s کنید فرض کنیم، کد حقیقͬ عدد ͷی در را ⟨κ, r⟩ ͬ توانیم م پس ͬ باشد، م شمارا

نشان که L[s] |= |κ| = ℵ٠ داریم کدگذاری به توجه با و L[r] ⊆ L[s] داریم حال باشد. ⟨κ, r⟩

دسترس ناپذیر لذا و حدی قویاً L[r] در ℵ١ بنابراین ͬ باشد، م تناقض که ℵ١ = ℵL[s]١ ͬ دهد م

ͬ باشد. م

به دارد. وجود زیر خواص با توابع از {eα : α −→ ω : ω ≤ α < ω١} خانواده .٣ . ١ . ١٨ لم

، α < ω١ هر ازای

ͬ باشد. م ͷی یه ͷی eα .١

.|ζ < β : eα(ζ) ̸= eβ(ζ)| < ω ، ω ≤ β < α هر ازای به .٢

گوییم. منسجم تقریباً دنباله ͷی توابع از دنباله ای چنین به
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است آن بر فرض همواره استقرا از مرحله هر در و ͬ سازیم م استقرایی را دنباله ([٢٩]) برهان.

فرض بͽیرید. نظر در دلخواه ͷی به ͷی تابع ͷی را eω ͬ باشد. م نامتناهͬ توابع برد متمم که

شده خواسته خواص با را eα+١ ͬ توان م راحتͬ به تالͬ حالت در است، شده ساخنه eα کنید

⟨αn : n < ω⟩ صعودی اکیداً دنباله کنید فرض و باشد حدی اردینال ͷی α کنید فرض یافت.

.sup{αn : n < ω} = α که باشد گونه ای به

روی eα کنید فرض میͺنیم. تعریف [αn, αn+١) بازه های روی تکه تکه صورت به را eα حال

مانع که نقاطͬ در مͽر کنید تعریف eα١ با برابر [α٠, α١) روی را eα باشد. eα٠ با برابر [٠, α٠)

ساخته توابع برد متمم بودن نامتناهͬ از استفاده با نقاط این در ͬ شود، م eα شدن ͷی به ͷی

متناهͬ تعدادی در فقط تغییرات این توابع خواص به توجه با همچنین کنید، تعریف را تابع شده،

آمده دست به eα وضوح به ͬ شود. م تعریف α روی eα تابع رود این ادامه با ͬ گیرد. م صورت

وجود n بنابراین ، β < α کنید فرض کنیم. بررسͬ را دوم شرط است کافͬ ͬ باشد. م ͷی به ͷی

توابع در تغییرات متناهͬ تعدادی به چون ͬ کنیم. م تحدید αn به را eα حال .β < αn که دارد

ͬ باشد. م برقرار نیز دوم شرط استقرا فرض به توجه با لذا ایم آورده وجود به k < n که eαk

اثبات به ۶ شلاه توسط بار اولین زیر قضیه ͬ آید. م به دست زیر قضیه بالا لم های از استفاده با

ͬ باشد. م تودورسویچ به متعلق ͬ آید م زیر در که برهانͬ اما است رسیده

Cω فورسینگ برای ͷژنری تابع ͷی c : ω −→ ω اگر ( [٢٨] ٧ (تودورسویچ .٣ . ١ . ١٩ قضیه

و باشد

e = {eα : α −→ ω : ω ≤ α < ω١}

دهید قرار باشد. منسجم تقریباً

E = {eα ↾β: β ≤ α , eα ∈ e}

که ͬ باشد، م سوسلین درخت ͷی (T (e, c),⊆) آنگاه

T (e, c) = {c ◦ f : f ∈ E}.
۶Shelah
٧Stevo Todorc̆ević
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β = min{dom(h) : h ∈ دهید ،قرار ∅ ̸= A ⊆ pred(f) و f ∈ T (e, c) کنید فرض برهان.

لذا .g = min(A) و f ↾β= g که است واضح β = dom(g) که g ∈ A کنید فرض و A}

داریم α < ω١ هر ازای به همچنین است. درخت ͷی (T (e, c),⊆)

Tα = {f ∈ T : dom(f) = α}.

.ht(T ) = ω١ بنابراین ، Tω١ = ∅ علاوه به .Tα ̸= ∅ لذا ͬ باشد، م ω١ طول از e دنباله چون

که ͬ باشد، م ͷی به ͷی تابع ͷی ∪B : ω١ −→ ω آنگاه باشد، T در ناشمارا زنجیر ͷی B اگر

ͬ باشد. م شمارا نیز شاخه هر طول لذا ͬ باشد. م شمارا زنجیر هر طول لذا نیست، ممͺن

است. واضح حͺم α < ω ازای به ͬ باشد. م شمارا Tα ، α < ω١ هر ازای به ͬ دهیم، م نشان حال

که دارد وجود بی کران U ⊆ ω١ بنابراین باشد. ناشمارا Tα و ω ≤ α کنید فرض

A = {c ◦ eβ ↾ α : β ∈ U}

بͽیرید: نظر در را زیر تابع ͬ باشد. م ناشمارا

F : {β ∈ U : α < β ∧ c ◦ eβ ∈ A} −→ ω<ω

F (β) = {ζ < α : c ◦ eα(ζ) ̸= c ◦ eβ(ζ)}

dom(F ) همچنین و ͬ باشد م خوش تعریف F منسجم، تقریباً دنباله تعریف دوم شرط به توجه با

از .F [I] = r که دارند وجود ℵ١ اندازه از I ⊆ U و متناهͬ r ⊆ ω بنابراین ͬ باشد. م ناشمارا نیز

که دارد وجود بی کران J ⊆ I پس ͬ باشد، م شمارا {c ◦ eβ ↾r: β ∈ I} مجموعه ی طرفͬ

∀β, γ ∈ J c ◦ eβ ↾r= c ◦ eγ ↾r

بنابراین

∀β, γ ∈ J c ◦ eβ ↾α= c ◦ eγ ↾α

ͬ باشد. م تناقض که

واقع در و ͬ کند نم بازی نقشͬ c بودن ͷژنری ، T (e, c) بودن درخت اثبات در دیدیم که همانطور
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ͬ دهیم م نشان c بودن ͷژنری از استفاده با حال دارد، را خاصیت این c : ω −→ ω تابع هر

شمارا آن در پادزنجیر هر دهیم نشان ا ست کافͬ بنابراین و است سوسلین درخت ͷی T (e, c)

ͬ باشد. م

و c ◦ eα که دارند وجود متمایز، α, β ∈ I ͬ دهیم م نشان باشد، ناشمارا I ⊆ ω١ کنید فرض

کنید تعریف ͬ باشند. م مقایسه پذیر c ◦ eβ

DI = {p ∈ Cω : ∃α, β ∈ I p ⊩ ⋆α,β}

یعنͬ ⋆α,β ، α < β ازای به که جایی

∀ζ < α [eα(ζ) ̸= eβ(ζ) −→ (eα(ζ) ∈ dom(p)∧eβ(ζ) ∈ dom(p)∧ p(eα(ζ)) = p(eβ(ζ)))]

لذا و ∃p ∈ G ∩ DI آنگاه باشد، ͷژنری‐ (V, Cω) پالایه ͷی G و باشد چͽال Cω در DI اگر

داشت خواهیم V [G] در بنابراین p ⊩ ⋆α,β که دارند وجود I در α < β

c ◦ eα(ζ) = c ◦ eβ(ζ) ∀ζ < α.

ͬ رسد. م اثبات به قضیه و .c ◦ eα ⊆ c ◦ eβ ͬ دهد م نشان که

داده q ∈ Cω کنید فرض ͬ باشد. م چͽال DI دهیم نشان ͬ ماند م باقͬ فقط دیدیم آنچه به توجه با

r = e−١ω [n + ١] دهید قرار حال ، dom(q) ⊆ n + ١ که دارد وجود n ∈ ω بنابراین باشد شده

لذا ͬ باشد، م شمارا مجموعه این وضوح به {eα ↾r: α ∈ I} بͽیرید نظر در را زیر مجموعه ی

دهید قرار . eα ↾r= eβ ↾r که دارند وجود I در α < β اردینال های

t = {eα(ζ) : ζ ∈ r ∪ s} ∪ {eβ(ζ) : ζ ∈ r ∪ s}

لذا n+ ١ ∩ t ̸= ∅ بنابراین است. متناهͬ ͬ دانیم م و s = {ζ ≤ β : eα(ζ) ̸= eβ(ζ)} آن در که

p(eα(ζ)) = p(eβ(ζ)) ∀ζ ∈ s که داد گسترش dom(p) = n∪t با pͷی به را q راحتͬ به ͬ توان م

ͬ باشد. م چͽال DI بنابراین .p ∈ DI لذا

اعدادحقیقͬ به ω١ و باشد برقرار MA اگر ( [١٧] ٨ (شلاه‐هرینگتون .٣ . ١ . ٢٠ قضیه

ͬ باشد. م فشرده ضعیف طور به L در ω١ آنگاه باشد، دسترس ناپذیر
٨Leo Harrington
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.[١٧] به کنید نگاه برهان.

دسترس ناپذیر اعدادحقیقͬ به ω١ آنگاه باشد، برقرار □c.c.cMPc.c.c(٢ω) اگر .٣ . ١ . ٢١ قضیه

ͬ باشد. م

به لذا . r ∈ ٢ω هر ازای به ، ℵ١ ̸= ℵL[r]١ دهیم نشان ا ست کافͬ ٣ . ١ . ١٧ لم به توجه با برهان.

، {eα : ω ≤ α < ω١} کنید فرض .ℵ١ = ℵL[r]١ و r ∈ ٢ω ∩ V که کنید فرض خلف برهان

باشد سوسلینͬ درخت T (c) کنید فرض و باشد L[r] در منسجم تقریباً دنباله ‐کوچͺترین <L[r]

توجه با ͬ باشد. م ͷژنری‐ (L[r], Cω) ͷی c آن در که است، شده ساخته ٣ . ١ . ١٨ قضیه در که

ͬ باشد، م تعریف پذیر مطلقاً L∈({r}) زبان در ، L[r] روی متعارف خوش ترتیبی رابطه ی اینکه به

ͬ باشد. م پذیر تعریف مطلقاً L∈({r, c}) زبان در T (c) لذا

ͬ باشد. م ‐فورسینگ c.c.cͷی (T (c),⊇) لذا ͬ باشد، م سوسلین درخت ͷی T (c) چون حال

باشد؛ زیر گزاره ϕ کنید فرض حال

دارد.“ ω١ طول به شاخه ͷی T (c)”

c.c.c هر ازای به طرفͬ از ، T (c) ⊩ ϕ همچنین و است بیان قابل L∈({r, c}) زبان در گزاره این

ͬ باشد، م ‐ضروری c.c.c ‐ممͺناً c.c.c جمله ͷی ϕ لذا ، (V [c]T (c))P ⊩ ϕ داریم P ‐فورسینگ

فرض لذا ͬ باشد. م نادرست که V [c] |= ϕ داشت خواهیم باشد برقرار □c.c.cMPc.c.c(٢ω) اگر اما

است. دسترس ناپذیر حقیقͬ اعداد به ω١ پس ͬ باشد م باطل خلف

فشرده ضعیف طور به L در ω١ آنگاه باشد، برقرار □c.c.cMPc.c.c(٢ω) اگر .٣ . ١ . ٢٢ نتیجه

ͬ باشد. م

ͬ باشد. م واضح شلاه‐هرینگتون قضیه و بالا قضیه به باتوجه برهان.

٣ . ١ . ٢١ قضیه از باشد، برقرار □c.c.cMPc.c.c(٢ω) کنید فرض .٢ =⇒ ١ ٣ . ١ . ١١ قضیه (برهان

L در ω١ هرینگتون و شلاه قضیه با بنابراین است. دسترس ناپذیر حقیقͬ اعداد به ω١ ͬ دانیم م

است. فشرده ضعیف طور به

ͬ آوریم. م زیر در را ٣ . ١ . ٣ گزاره دوم قسمت برهان بودیم، داده قول که همانطور
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P کنید فرض . V |= ZFC + MPccc(H(ω٢)) کنید فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه دوم قسمت برهان

. |P| ≤ ω١ = |D| که P چͽال زیرمجموعه های از خانواده ای D و باشد ‐فورسینگ c.c.c ͷی

که: باشد آن بیانگر ϕ(p, d) جمله کنید فرض حال

“ .a ∈ d هر ازای به g ∩ a ̸= ∅ که دارد وجود p در g ”پالایه

پارامترهای حوزه در D و P بنابراین ، P,D ∈ H(ω٢) لذا |P| < ω١ = |D| چون حال

گسترش هر در آنگاه باشد، ͷژنری (V,P) پالایه ͷی G اگر طرفͬ از دارند، قرار MP(H(ω٢))

بنابراین و V |= ♢□ϕ(P,D) لذا . D ∈ D هر ازای به G ∩ D ̸= ∅ داریم V [G] از بعدی

لذا .V |= ϕ(P,D)

MP(H(ω٢)) =⇒MAω١ .

داشت خواهیم V از V P ‐گسترش c.c.c هر در لذا V |= □MP(H(ω٢) کنید فرض حال

توسط ω از کوهن زیرمجموعه ͷی کردن اضافه ٣ . ١ . ١٩ قضیه به توجه با اما . V |= MAω١

و ͬ باشد م c.c.c کوهن فورسینگ اما ͬ کند، م اضافه سوسلین درخت ͷی ، Cω کوهن فورسینگ

ناسازگار MPccc(H(ω٢)) بنابراین ͬ برد، م بین از را سوسلین درخت های همه ی MAω١ طرفͬ از

ͬ باشد. م

همͺینز بیشینگͬ اصل از میانͬ نسخه ͷی ٣ . ٢

را آن سازگاری سپس ͬ کنیم، م معرفͬ همͺینز بیشینگͬ اصل از جدید نسخه ͷی زیربخش این در

نسخه آن به دلیل این به و ͬ باشد م □cccMP(٢ω) میانͬ نسخه این واقع در ͬ رسانیم. م اثبات به

ͬ باشد. م ضعیف تر □MP(٢ω) از و قوی تر □cccMPccc(٢ω) از که گوییم میانͬ

ͬ باشند. م هم سازگار زیر موارد [٢۶] .٣ . ٢ . ١ قضیه

.Vκ ≺ V که دارد وجود κ فشرده ضعیف طور به کاردینال .١

.□cccMP(٢ω) .٢
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قرار .Vκ ≺ V که باشد فشرده ضعیف طور به کاردینال ͷی κ کنید فرض (١ =⇒ ٢) برهان.

قضیه به توجه با باشد. ͷژنری‐ (V,P) پالایه ͷی G کنید فرض و P = Coll(ω,< κ) دهید

در c.c.c خاصیت با دلخواه فورسینگ ͷی Q کنید فرض حال .V [G] |= MP(٢ω) داریم ٣ . ١ . ٧

.V [G][H] |= MP(R) ͬ دهیم م نشان باشد. ͷژنری‐ (V [G],Q) پالایه ͷی H و V [G]

κ.c.c خاصیت P ∗ Q̇ چون .V [G][H] |= ♢□ϕ(r) و r ∈ R ∩ V [G][H] کنید فرض

ͬ کند م تضمین را κ.c.c خاصیت با S◁ P ∗ Q̇ فرورسینگ ͷی وجود ٣ . ١ . ١٢ لم بنابراین دارد،

پس باشد، ͷژنری‐ (V, S) پالایه ͷی K کنید فرض حال .r ∈ V S و |S| < κ آن در که

داریم طرفͬ از . V [K] |= ♢□ϕ(r) لذا V [G ∗ H] |= ♢□ϕ(r) چون .V [K] ⊆ V [G ∗ H]

(Vκ,T) پالایه و T ∈ Vκ[K] فورسینگ بنابراین . Vκ[K] |= ♢□ϕ(r) پس Vκ[K] ≺ V [K]

تابع ͷی ١ . ٢ . ٣١ قضیه به توجه با طرفͬ از .Vκ[K][L] |= □ϕ(r) که دارند وجود L ͷژنری‐

متعارف تصویر

π : Coll(ω,< κ) −→ S ∗ Ṫ

ͬ دهد م نتیجه که دارد وجود

V [G ∗H] |= ϕ(r).

که باشد فورسینگ c.c.c ͷی P کنید فرض و V |= □c.c.cMP(R) کنید فرض (٢ =⇒ ١)

به باتوجه طرفͬ از V P |= MP(R) +□c.c.cMPc.c.c(R) بنابراین ͬ کند. م فورس را MA+¬CH

MA چون است، دسترس ناپذیر حقیقͬ اعداد به δ = ωV P

١ آن در که Lδ ≺ L داریم ٣ . ١ . ٧ قضیه

ͬ باشد. م فشرده ضعیف طور به L در ω١ که ͬ دهد م نتیجه شلاه‐هرینگتون قضیه می باشد برقرار

ͬ شود. م اثبات حͺم لذا
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رابطه این در سپس ͬ آوریم. م را فروپاشͬ فورسینگ موجهات منطق قضایای ابتدا فصل این در

معنای به که دارد اختصاص قضیه ͷی به فصل این ͬ کنیم. م مطرح را همͺینز و لووه از سوالͬ

ͬ دهد. م پاسخ سوال این به قبول قابل

فروپاشͬ فورسینگ های کلاس ١ . ۴

.Force(π(X), Coll) = S۴ · ٣ .١ . ١ . ۴ قضیه

میدانیم ۴ . ٢ . ١ و ٢ . ٢ . ٢ قضایای از برهان.

S۴ · ٣ ⊆ Force(π(X), Coll) ⊆ Force(π(X), L, Coll) ⊆ Force(L,Coll).

دارد. وجود بلند ‐کنترلͽر Coll ͷی L روی دهیم نشان است کافͬ ٢ . ٣ . ٣ قضیه به توجه با لذا

را rα هر ͬ توان م که آنجا از »باشد. شماراست ℵLα » جمله rα کنید فرض α اردینال ازای به

α > β ازای به rβ فشردن باعث rα فشردن و شود فشرده rα+١ آنکه بدون فشرد Coll توسط

بنابراین ͬ شود، م

⟨rα : ٠ < α ∈ Ord⟩

Force(L,Coll) ⊆ ͬ دهد م نتیجه ٢ . ٣ . ٣ قضیه طبق که ͬ باشد م Lروی بلند یCollͷ‐کنترلͽر

.S۴ · ٣
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ͬ باشند. م واضح دوم فصل قضایای به توجه با زیر نتایج

آنگاه ، Γ ⊇ Coll اگر .١ . ٢ . ۴ نتیجه

S۴ · ٢ ⊆ Force(π(X), L,Γ) ⊆ S۴ · ٣

.S۴ · ٢ ⊆ Force(π(X),Γ) = S۴ · ٣ آنگاه باشد خطͬ Γ ⊇ Coll اگر .١ . ٣ . ۴ نتیجه

داریم: مشابه طور به

.۴ . ١ . ۴ نتیجه

.Force(π(X), Collκ) = S۴ · ٣ آنگاه باشد، تعریف پذیر مطلقاً L∈(X) زبان در κ اگر .١

.Force(Collκ) = S۴ · ٣ آنگاه باشد، تعریف پذیر مطلقا κ اگر .٢

اگر λ کاردینال هر ازای به که دارد وجود ZFC از N مدل آیا (لووه‐همͺینز) .۵ . ١ . ۴ سوال

باشند؟ مقدماتͬ هم ارز N [H] و N آنگاه باشد، ͷژنری‐ (N,Col(ω, λ)) پالایه ͷی H

و ندارد وجود ‐سوییچͬ Coll هیچ مدل این در آنگاه باشد، داشته وجود مدلͬ چنین اگر

طبیعتاً ͬ باشد. م برقرار مدل این در MPColl واقع در و ͬ باشند م فشرده ‐دکمه ها Coll تمام

.S۵ ⊆ Force(V,Coll)

ویلیام ٢٠٠٨ سال در اینکه اول کنیم. اشاره نکته دو به فصل این اصلͬ قضیه بیان از قبل مایلیم

اشتباه های بعد مدتͬ اما داد. قرار اینترنت روی را بالا سوال ضعیف تر نسخه به پاسخͬ میشل

متفاوت ͬͺتکنی با اما میشل ایده های مبنای بر زیر قضیه شد. پیدا اثبات آن در توجͬ قابل

وجود فرض اینکه دوم نکته ͬ دهد. م دست به بود آن اثبات پی در میشل که قضیه ای برای برهانͬ

کاردینالͬ باید مطمئناً واقع در ͬ باشد، م ناپذیر اجتناب زیر قضیه اثبات در بزرگ کاردینال های

رجوع دوم نکته مورد در بیشتر بحث برای باشیم. داشته اندازه پذیر کاردینال از بیشتر قدرت با

.[٢۵] به شود

باشد. ‐قوی κ + ٢ کاردینال ͷی κ کنید فرض ( [٧] گلشنͬ اصلͬ‐ (قضیه .۶ . ١ . ۴ قضیه

پالایه هر و N از λ تالͬ کاردینال هر ازای به که دارد وجود ZFC از N مدل ͷی آنگاه

ͬ باشند. م مقدماتͬ هم ارز N [H] و N مدل های ، H ͷژنری‐ (N,Col(ω, λ))
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اصلͬ قضیه برهان ٢ . ۴

، I در j و i هر ازای به اگر گوییم، جهت دار را (I,<) جزئͬ مرتب مجموعه .٢ . ١ . ۴ تعریف

.j ≤ k و i ≤ k که باشد داشته وجود k ∈ I ͷی

باشد، مدل ها از خانواده ͷی {Ai : i ∈ D} و جهت دار مجموعه ͷی D اگر .٢ . ٢ . ۴ گزاره

.i ∈ I هر ازای به Ai ≺ A که دارد وجود A مدل آنگاه

.[١٩] به کنید نگاه برهان.

، Ai مدل ها از خانواده ͷی از است عبارت مدل ها از جهت دار دستگاه ͷی .٢ . ٣ . ۴ تعریف

i < j < k ازای به که ei,j : Ai −→ Aj مقدماتͬ نشاندن های از خانواده ͷی همراه به ، i ∈ I

.ei,k = ei,j ◦ ej,k داریم I در

مدل ها از جهت دار دستگاه ͷی ⟨{Ai : i ∈ I}, {ei,j : i, j ∈ I}⟩ کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ گزاره

که دارند وجود مقدماتͬ نشاندن های از {ei : Ai −→ A : i ∈ I} خانواده و A مدل باشد،

ͬ باشد. م یͺتا یͺریختͬ حد در A همچنین . ei = ej ◦ ei,j و A =
∪
i∈I
ei(Ai)

.[١٩] به کنید نگاه برهان.

باشد. I روی فراپالایه ͷی U و باشد مدل ها از خانواده ای {Ai : i ∈ I} کنید فرض

ͬ باشد. م Ai زمینه مجموعه ی Ai آن در که بͽیرید نظر در را A =
∏
i∈I
Ai مجموعه ی

کنید: تعریف زیر صورت به A روی را =U رابطه

.f =U g اگر تنها و اگر {i ∈ I : f(i) = g(i)} ∈ U .

کنید فرض حال ͬ باشد، م ارزی هم رابطه ی ͷی =U که است واضح است فراپالایه ͷی U چون

. A =
∏
i∈I
Ai/ =U یعنͬ باشد، هم ارزی رابطه این قسمت خارج A

ͬ سازیم. م جدید مدل ͷی A روی زبان عناصر از مناسب تعبیر با حال

باشد رابطه ای نماد ͷی P (x١, ..., xn) اگر

PA([f١], ..., [fn]) اگر وتنها اگر {i ∈ I : PAi(f١(i), ..., fn(i))} ∈ U
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دهید قرار باشد، تابعͬ نماد ͷی F (x١, ..., xn) اگر

FA([f١], ..., [fn]) = [f ].

دهید قرار باشد، ثابت ͷی c اگر .i ∈ I هر ازای به ، f(i) = FAi(f١(i), ..., fn(i)) که جایی

.i ∈ I هر ازای به f(i) = cAi که جایی cA = [f ]

ͬ دهیم. م نمایش Ult(⟨Ai : i ∈ I⟩, U) نماد با و گوییم U توسط Ai مدل های فراضرب A به

، {Ai فراضرب A و باشد I روی فراپالایه ͷی U کنید فرض ( ١ واش (قضیه .۵ . ٢ . ۴ قضیه

f١, ..., fn ∈
∏
i∈I
Ai هر ازای به آنگاه باشد، فرمول ͷی ϕ اگر باشد. U توسط ، i ∈ I

.A |= ϕ([f١], ..., [fn]) اگر تنها و اگر {i ∈ I : Ai |= ϕ[f١(i), ..., fn(i)]} ∈ U

.[١٩] به کنید نگاه برهان.

آن به باشند، A ͷی با برابر Ai هر آن، روی U فراپالایه و I مجموعه ازای به که حالتͬ در

ͬ دهیم. م نمایش Ult(A, U) نماد با و گوییم U توسط فراتوان ͷی

ͬ باشد. م مقدماتͬ هم ارز A با A مدل ͷی از فراتوان هر .۶ . ٢ . ۴ نتیجه

κ فراپالایه ͷی U و crit(j) = κ با مقدماتͬ نشاندن ͷی j : V −→ M اگر .٢ . ٧ . ۴ قضیه

آنگاه باشد. κ روی ‐کامل

Ult(V, U) = {j(f)(κ) : f : κ −→ V }.

.[٢٠] به کنید نگاه برهان.

نشاندن ͷی اگر گوییم، ‐قوی (κ + ٢) کاردینال ͷی V در را κ کاردینال .٢ . ٨ . ۴ تعریف

که: باشد داشته وجود j : V −→M مقدماتͬ

باشد، ZFC درونͬ مدل ͷی M ⊇Mκ .١

،crit(j) = κ .٢
١Łós’s Theorem
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،j(κ) > κ++ .٣

.Vκ+٢ ⊆M .۴

ͬ توان م را آن که کرد جایͽزین ME ͷی با را M بالا تعریف در ͬ توان م ͬ دهیم م نشان حال

بود. خواهد آسانتر ME با کارکردن لذا و شناخت بهتر

که مقدماتͬ نشاندن ͷی j : V −→ M و باشد قوی (κ + ٢) کاردینال ͷی κ کنید فرض

کنید تعریف a ∈ [κ]<ω هر ازای به باشد. κ بودن ‐قوی (κ+ ٢) برای شاهدی

Ea = {X ⊆ [κ]|a| : a ∈ j(X)}

ͬ باشد. م [κ]|a| روی ‐کامل κ فراپالایه ͷی Ea .٢ . ٩ . ۴ لم

داریم: ͬ باشد. م پالایه ͷی Ea ͬ دهیم م نشان ابتدا برهان.

j([κ]|a|) = j({x ∈ κ : |x| = |a| < ω}) = {x ∈ j(κ) : |x| = |a|}

به طرفͬ از . j(X) ⊆ j(Y ) داریم X ⊆ Y و X ⊆ [κ]|a| ازای به همچنین .[κ]|a| ∈ Ea لذا

اشتراک تحت Ea که ͬ دهد م نشان که j(X ∩ Y ) = j(X) ∩ j(Y ) داریم دلخواه Y و X ازای

Y و X مجموعه دو هر ازای به چون ͬ باشد. م پالایه ͷی Ea بنابراین ͬ باشد. م بسته متناهͬ

یا a ∈ j(X) که ͬ دهد م نتیجه a ∈ j(X ∪ Y ) بنابراین ، j(X ∪ Y ) = j(X) ∪ j(Y ) داریم

از خانواده ͷی {Xα : α < λ < κ} کنید فرض ͬ باشد. م فراپالایه ͷی Ea پس ، a ∈ j(Y )

داریم باشد، Ea اعضای

j(
∩
α<λ

Xα) =
∩

α<j(λ)

j(Xα) =
∩
α<λ

j(Xα).

ͬ باشد. م ‐کامل κ فراپالایه ͷی Ea بنابراین

باشد: متعارف مقدماتͬ نشاندن ja و باشد Ult(V,Ea) ͬͺموستفس Maفروپاشͬ کنید فرض

ja : V −→ Ult(V,Ea)

ja(v) = [cv]
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Ult(V,Ea) کردن ͬͺی با کلیت از شدن کاسته بدون ͬ باشد. م v مقدار با ثابت تابع cv درآن که

.ja : V −→Ma
∼= Ult(V,Ea) کرد فرض توان مͬ Ma و

کنید تعریف a ⊆ b که a, b ∈ [κ]<ω ازای به

iab :Ma −→Mb

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به Fab که جایی iab([f ]Eb
) = [foFab]Eb

که

با {bi١ , ..., bim}< صورت به را a حال باشد. معمولͬ ترتیب با b = {b١, ..., bn}< کنید فرض

[κ]|a| در عضوی به را [κ]|b| مجموعه عضو هر که ͬ باشد م تابعͬ Fab ͬ نویسیم. م ترتیب همان

ͬ باشد. م im, ..., i١ اندیس های از ͬͺی دارای اعضایش که ͬ برد م

دهید قرار

E = ⟨{Ma}a∈[κ]<ω , {iab}a⊆b⟩.

گوییم. j از آمده بدست گسترش دهنده E به

ͬ باشد. م E مستقیم حد که ͬ سازیم م را ME مدل E گسترش دهنده از استفاده با

ME = ⟨ME, {iaE}a∈[κ]<ω⟩ = lim−→E.

دهید قرار X ∈M مجموعه و j :M−→ N مقدماتͬ نشاندن ازای به

j′′X = {j(a) : a ∈ X}.

.jE = iaE ◦ ja دهید قرار .٢ . ١٠ . ۴ لم

ͬ باشد. م خوش تعریف jE .١

.crit(jE) = κ .٢

.j(κ) > κ++ .٣

.ME ⊇ Vκ+٢ .۴

.ME ⊇Mκ
E .۵
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برهان.

ͬ باشد. م جابجایی زیر دیاگرام که است واضح ، E گسترش دهنده خواص به توجه با .١

V

Ma Mb

Ma∪b

ME

ja jb
ja∪b

ia,a∪b

iaE

ib,a∪b

ibE

ia∪bE

1

است. خوش تعریف j ͬ دهد م نشان که ͬ باشد نم وابسته a به jE تعریف بنابراین

داریم .٢

jE(κ) = iaE(ja(κ)) > iaE(κ) ≥ κ.

آنگاه باشد، λ < κ اگر طرفͬ، از .iaE(κ) ≥ κ و ja(κ) > κ که چرا

jE(λ) = i∅E(j∅(λ)) = i∅E(j(λ)) = i∅E(λ) = λ.

است. واضح مقدماتͬ نشاندن های تعاریف به باتوجه .٣

.[٢٠] به شود رجوع .۴

.[٢٠] به شود رجوع .۵
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باشد مقدمانͬ نشاندن ͷی j :M−→ N کنید فرض ( ٢ سیلور گسترش (لم .٢ . ١١ . ۴ گزاره

باشد. فورسینگ ͷی P ∈M کنید فرض ͬ باشند. م ZFC از درونͬ مدل دو N Mو آن در که

میتوان را j آنگاه باشند، ͷژنری‐ (N , j(P)) پالایه ͷی H و ͷژنری‐ (M,P) پالایه ͷی G اگر

.j′′G ⊆ H اگر، تنها و اگر داد، گسترش j∗ :M[G] −→ N [H] مقدماتͬ نشاندن ͷی به

.[١٩] به کنید نگاه برهان.

باشد ‐قوی κ+٢ کاردینال ͷی κ و ZFC +GCH از مدلͬ V ∗ کنید فرض .٢ . ١٢ . ۴ تعریف

٠ < τ اردینال ازای به و uj(٠) = κ کنید تعریف است. آن برای شاهدی j : V ∗ −→ M∗ که

دهید: قرار

uj(τ) = {X ⊆ V ∗
κ : uj ↾τ∈ j(X)}

کنید، تعریف زیر صورت به را uj طول همچنین

lh(uj) = min{α : uj ↾α /∈M∗}.

.lh(uj) ≥ κ+ .٢ . ١٣ . ۴ قضیه

.[۵] به کنید نگاه برهان.

ͬ باشد. م V ∗
κ روی ‐کامل κ فراپالایه ͷی uj(τ) ، τ > ٠ ازای به .١۴ . ٢ . ۴ قضیه

چون برهان.

Vκ+٢ = V M∗

κ+٢ ⊆ j(V ∗
κ ) = V M∗

j(κ)

به استقرا با بنابراین ͬ باشد. م بسته κ+ با مساوی یا از کمتر طول با دنباله های تحت j(V ∗
κ ) لذا

متناهͬ اشتراک تحت uj(τ) که است واضح همچنین . V ∗
κ ∈ uj(τ) كه ميشود ديده سادگͯ

از . Y ∈ uj(τ) آنگاه X ⊆ Y و X ∈ uj(τ) اگر که ͬ باشد م واضح همچنین ͬ باشد. م بسته

. uj ↾τ∈ j(V ∗
κ \ X) وضوح به آنگاه uj ↾ τ /∈ j(X) اگر X ⊆ V ∗

κ مجموعه ازای به طرفͬ
٢Jack Silver
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اعضای از خانواده ͷی {Xα : α < λ < κ} کنید فرض حال ͬ باشد. م فراپالایه ͷی uj(τ) لذا

داریم باشد. uj(τ)

j(
∩

α<λ<κ

Xα) =
∩

α<j(λ)

j(Xα) =
∩
α<λ

j(Xα).

ͬ دهد م نشان که uj ↾τ∈ j(
∩

α<λ<κ

Xα) آنگاه ، α < λ هر ازای به uj ↾τ∈ j(Xα) اگر لذا

ͬ باشد. م ‐کامل κ فراپالایه ͷی uj(τ) لذا و ∩
α<λ

Xα ∈ uj(τ)

ͬ کنیم. م معرفͬ را اندازه دنباله مفهوم زیر در

اندازه) (دنباله .١۵ . ٢ . ۴ تعریف

اگر دقیق تر بیان به باشد، uj ͷی از آغازینͬ قطعه اگر ͬ باشد، م اندازه دنباله ͷی w گوییم .١

.w = uj ↾τ که باشد داشته وجود τ < lh(uj) و j : V ∗ −→M∗

w که ͬ باشد م اندازه ای دنباله uj که κ(w) = uj(٠) دهید قرار ، w اندازه دنباله ازای به .٢

است. آن از آغازینͬ قطعه

.κ(w١) < ... < κ(wn) اگر گوییم، صعودی را اندازه دنباله های از ⟨w١, ..., wn⟩ دنباله .٣

اگر است، مجاز اندازه دنباله های از ⟨w١, ..., wn⟩ صعودی دنباله برای w اندازه دنباله .۴

.κ(wn) < κ(w)

ناصفر اردینال هر ازای به اگر، تنها و اگر ، X ∈ w ͬ نویسیم م w اندازه دنباله ازای به .۵

.X ∈ w(ζ) باشیم داشته lh(w) > ζ

j که باشد، V ∗ در ‐قوی κ+ ٢ کاردینال ͷی κ و ZFC +GCH از مدلͬ V ∗ کنید فرض

آن: در که بͽیرید نظر در را زیر دیاگرام و u = uj ↾κ+ دهید قرار است، آن برای شاهدی

τ ≤ τ ′ < κ+ •

M∗
τ ≃ Ult(V ∗, u(τ)) •
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ͬ باشد. م متعارف مقدماتͬ نشاندن jτ : V ∗ −→M∗
τ •

kτ (jτ (f)(u ↾ τ)) = jτ (f)(u ↾ τ) •

iτ,τ ′(jτ ′(f)(u ↾ τ ′)) = jτ (f)(u ↾ τ ′) •

⟨M∗
u , iτ,u⟩ = lim−→⟨⟨M

∗
τ : τ < κ+⟩, ⟨iτ,τ ′ : τ ′ ≤ τ < κ+⟩⟩ •

V ∗ M∗

M∗
τ ′ M∗

τ

M∗
u

j

jτ
jτ ′ ju

iτ,τ ′

kτ ′

iτ ′,u

kτ

iτ,u

ku

1

.١۶ . ٢ . ۴ لم

crit(ju) = crit(jτ ) = crit(jτ ′) = crit(j) = κ .١

crit(iτ ′,τ ) = crit(kτ ′) = crit(iτ ′,u) = (κ++)M
∗
τ ′ .٢

crit(kτ ) = crit(iτ,u) = (κ++)M
∗
τ .٣

crit(ku) = (κ++)M
∗
u .۴

موارد بقیه ͬ آوریم، م kτ برای تنها را اثبات .[١٩] به شود رجوع ١ قسمت برهان برای برهان.

ͬ شوند. م اثبات مشابه طور به

از باشد. M∗ در κ++ برای نمایشͬ f ∗ : κ −→ κ کنید فرض . kτ (κ) = κ ͬ دهیم م نشان ابتدا

داریم دیاگرام جابجایی

kτ (jτ (f
∗)) = j(f ∗).
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داریم .crit(jτ ) = κ که چرا jτ (f
∗) ↾ κ = f ∗ و jτ (f ∗) : jτ (κ) −→ jτ (κ) بنابراین

M∗
τ |= ∀α < κ jτ (f

∗)(α) < κ.

داریم kτ بودن مقدماتͬ از استفاده با

M∗ |= ∀α < kτ (κ) j(f
∗)(α) < kτ (κ).

بنابراین kτ (κ) ≤ kτ ([id]uτ ) = τ < κ++ طرفͬ از

M∗ |= ∀α < kτ (κ) j(f
∗)(α) < k++.

kτ ((κ
+)M

∗
τ ) = κ+ همچنین .kτ (κ) = κ بنابراین j(f ∗)(κ) = κ++ و kτ (κ) ≥ κ دیͽر طرف از

.kτ ((κ++)M
∗
τ ) = κ++ و

بنابراین α < (κ++)M
∗
τ < jτ (κ) کنید فرض . (κ++)M

∗
τ < κ++ دهیم نشان است کافͬ

تنها طرفͬ از .jτ (f) : j(V ∗
κ ) −→ j(κ) لذا ، α = jτ (f)(u ↾ τ) که دارد وجود f : V ∗

κ −→ κ

(κ++)M
∗
τ ≤ sup

f
{jτ (f)(u ↾ τ)} < κ++ بنابراین دارد، وجود f چون تابع ٢κ = κ+ تعداد به

ͬ کند. م اثبات را حͺم که

آن: در که بͽیرید نظر در را زیر دیاگرام حال

.U = uj(١) = u(١) •

.iU : V ∗ −→ N∗ ≃ Ult(V ∗, U) •

.iU,τ (iU(f)(κ)) = jτ (f)(κ) •

.iU,u(iU(f)(κ)) = ju(f)(κ) •

V ∗ M∗
u

N∗ M∗
τ

ju

jτ
iU

iU,τ

iU,u iτ,u

1
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داریم: بالا دیاگرام به باتوجه ١۶ . ٢ . ۴ لم همانند

κ+ < crit(iU,τ ) = crit(iU,u) = (κ++)N
∗
< iU(κ) < κ++

دهید: قرار .٢ . ١٧ . ۴ تعریف

RU = Col(κ+, iU(κ))
N∗ .١

Rτ = Col(κ+, jτ (κ))
M∗

τ .٢

Ru = Col(κ+, ju(κ))
M∗

u .٣

ͷژنری‐ (V ∗,P) پالایه ͷی G آن در که V = V ∗[G] و P = Col(κ+, κ+٣) دهید قرار

ͬ باشد. م

آنگاه: ، Pu = ju(P) و Pτ = jτ (P) ، PU = iU(P) اگر .٢ . ١٨ . ۴ لم

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (N∗,PU) پالایه ͷی GU = j′′τG .١

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (M∗
τ ,Pτ ) پالایه ͷی Gτ = j′′τG .٢

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (M∗
u ,Pu) پالایه ͷی Gu =

∪
τ<κ+

i′′τ,uG .٣

برهان.

که دارد وجود f ∈ V ∗ پس باشد، چͽال و باز مجموعه ͷی PU در D ∈ N∗ کنید فرض .١

ͬ دهیم: م نشان .D = iU(f)(κ)

D∗ = {α < κ : ͬ باشد م چͽال و باز P در f(α)} ∈ U

داریم: κ ∈ iU(D∗) دهیم نشان است کافͬ

iU(D
∗) = {α < j(κ) : ͬ باشد م وچͽال باز iU(f)(α) ⊆ iU(P)} .
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.D∗ ∈ U لذا و κ ∈ iU(D∗) بنابراین ͬ باشد، م چͽال و باز D ⊆ iU(f)(κ) ⊆ iU(P) چون

بنابراین p ∈ ∩
α∈D∗

f(α) کنید فرض حال

iU(p) ∈
∩

α∈iU (D∗)

iU(f)(α).

.i(p) ∈ iU(f)(κ) = D لذا ، κ ∈ iU(D∗) طرفͬ از

f : κ −→ V ∗ تابع لذا باشد. PU از چͽال و باز زیرمجموعه ͷی D ∈ M∗
τ کنید فرض .٢

داریم: مشابه طور به .D = jτ (f)(u ↾τ ) که دارد وجود V ∗ در

D∗ = {ν̄ ∈ V ∗
κ : ͬ باشد م چͽال و باز P در f(ν̄)} ∈ U .

کنید فرض ͬ باشد. م چͽال و باز P در ∩
ν̄∈D∗

f(ν̄) پس دارد ‐بسته κ+ خاصیت P چون

ͬ کند. م اثبات را حͺم که jτ (p) ∈ Gτ ∩D لذا p ∈ G ∩ ∩
ν̄∈D∗

f(ν̄)

و τ < κ+ بنابراین باشد. Pu از چͽال و باز زیرمجموعه ͷی D ∈ M∗
u کنید فرض .٣

مقدماتͬ نشاندن ͷی iτ,u اینکه به توجه با حال .D = iτ,u(Dτ ) که دارند وجود Dτ ∈M∗
τ

. Gτ ∩Dτ ̸= ∅ بنابراین ͬ باشد. م Pτ از چͽال و باز مجموعه ͷی M∗
τ در نیز Dτ است،

ͬ دهد. م نتیجه را حͺم که iτ,u(p) ∈ Gu ∩D داریم حال p ∈ Gτ ∩Dτ کنید فرض

ͬ یاشند: م زیر خواص دارای قبل لم در شده ذکر ͷژنری پالایه های .٢ . ١٩ . ۴ لم

.i′′U,τ ′GU ⊆ Gτ .١

.i′′τ ′,τG′
τ ⊆ Gτ .٢

.i′′τ,uGτ ⊆ Gu .٣

ͬ باشد. م واضح دیاگرام به توجه با برهان.

ͬ آوریم. م به دست را زیر جابجایی دیاگرام سیلور گسترش قضیه و قبل لم از استفاده با
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V = V ∗[G] Mu = M∗
u [Gu]

N = N∗[GU ] Mτ ′ = M∗
τ ′ [Gτ ′ ] Mτ = M∗

τ [Gτ ]

ju

jτ

jτ ′
iU

iU,τ ′

iτ ′,u

iτ ′,τ

iτ,u

1

که: دارند وجود V در Iu و Iτ ، IU پالایه های .٢ . ٢٠ . ۴ لم

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (N∗[GU ],RU) ͷی IU .١

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (M∗
τ [Gτ ],Rτ ) ͷی Iτ .٢

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (M∗
u [Gu],Ru) ͷی Iu .٣

به دست را زیر جابجایی دیاگرام که ͬ باشد م به گونه ای بالا موارد بودن ͷژنری همچنین .۴

ͬ آوریم. م

Mu[Iu]

N [IU ] Mτ ′ [Iτ ′ ] Mτ [Iτ ]
i∗τ ′,τ

i∗τ ′,u

i∗U,τ ′

i∗τ,u

1

ͬ شود. م اثبات مشابه طور به موارد بقیه ͬ آوریم. م را اول قسمت برهان تنها برهان.

نظر در را P×Ru فورسینگ دارد. وجود ͷژنری‐ (M∗
u ,Ru) پالایه ͷی ͬ دهیم م نشان ابتدا

بنابراین ͬ پاشد، م فرو κ+ روی را κ+٣ و ͬ باشد م ‐بسته κ+ فورسینگ این چون بͽیرید.

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (V ∗,P) پالایه ͷی G چون .P × Ru ≈ P داریم ١ . ٢ . ٣١ قضیه طبق

Iu همچنین ͬ باشد. م ͷژنری‐ (V ∗,Ru) پالایه ͷی Iu که دارد وجود Iu ∈ V ∗[G] لذا

ͬ باشد. م نیز ͷژنری‐ (M∗,Ru) پالایه ͷی

دهید قرار حال

iU,u = iτ,u ◦ iτ ′,τ ◦ iU,τ ′
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و

IU = ⟨i−١U,u[Iu]⟩.

کنید فرض ͬ باشد. م Iu وارون نگاره توسط شده تولید پالایه عبارت دومین از منظور که

بیشینه پادزنجیر ͷی iU,u(A) بنابراین باشد. N∗[GU ] در RU از بیشینه پادزنجیر ͷی A

ͬ کند م تضمین ایستون لم که چرا ، iU,u(A) = i′′U,uA داریم اما ͬ باشد. م M∗
u در Ru از

.IU∩A ̸= ∅ ͬ دهد م نتیجه که Iu∩i′′U,uA ̸= بنابراین∅ .A ∈ N∗ و |A| ≤ |iU(κ)| ≤ κ+

دهید قرار طبیعͬ n و m ازای به

j٠u = id

،

jnu = j٠,nu

،

jm,n
u = jn−١,nu ◦ ... ◦ jm+١,m+٢

u ◦ jm,m+١
u

در را زیر جابجایی دیاگرام و i٢U(R)(κ, iU(κ)) = RU که باشد تابعͬ R کنید فرض همچنین

بͽیرید. نظر

V Mu M2
u

N Mτ1 N2 M2
τ2

ju = j0,1u

iU
jτ1

j1,2u

i2U

j2τ2iU,u

iU,τ1

iτ1,u
i2U,u

i2U,τ2

i2τ2,u

1

صورت به را ⟨wα : α < κ+⟩ اندازه دنباله اندازه) دنباله برای جدیدی (تعریف .٢ . ٢١ . ۴ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر

.w(٠) = u(٠) •

.I(τ) = Iτ •
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ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را w(τ) ، ٠ < τ < κ+ برای •

X ∈ w(τ)⇐⇒ ⟨κ,w(٠), I(٠), .., w(τ ′), I(τ ′), ... : τ ′ < τ⟩ ∈ ju(X).

باشد. ∪
τ<κ+

i′′τ,wI(τ) توسط شده تولید پالایه I(w) کنید فرض همچنین

ͬ باشد. م بالا تعریف در شده ساخته اندازه دنباله همواره، w از منظور ادامه در

که ͬͺژنری پالایه های واقع در که ͬ کنیم م معرفͬ را Rw
٣ رِیدین فورسینگ از تعمیمͬ زیر در

ͬ کنند. م ایفا آن تعریف در را سزایی به نقش کردیم تعریف تاکنون

فورسینگ تعریف

ͬ باشد. م زیر شͺل به عناصر از متشͺل Rw .٢ . ٢٢ . ۴ تعریف

p = ⟨⟨w٠, s
٠, S٠, f٠, F ٠⟩, ..., .⟨wn, s

n, Sn, fn, F n⟩⟩

که جایی

ͬ باشند. م اندازه دنباله های wn ،...، w٠ .١

.wn = w .٢

.i ≤ n− ١ هر ازای به κ(wi) < κ(wi+١) .٣

.i ≤ n هر ازای به Si ∈ wi .۴

دسترس ناپذیر κ(si) که طوری به ͬ باشد م اندازه دنباله ͷی si ∈ Vκ(wi) ، i ≤ n هر ازای ه .۵

ͬ باشد. م

که: طوری به ͬ باشد م تابع ͷی f i ، i ≤ n هر ازای به .۶

،dom(f i) = {u ∈ Si : lh(u) = ٠} •

.f i(u١) ∈ R(κ(si), u١) •
٣Radin Forcing
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که: طوری به است تابع ͷی F i ، i ≤ n هر ازای به .٧

،dom(F i) = {⟨u١, u٢⟩ ∈ Si × Si : lh(u١) = lh(u٢) = ٠} •

،F i(⟨u١, u٢⟩) ∈ R(u١.u٢) •

.j٢w(F i)(κ(wi), jw(κ(wi))) ∈ I(w) •

کنید فرض .٢ . ٢٣ . ۴ تعریف

p = ⟨⟨w٠, s
٠, S٠, f٠, F ٠⟩, ..., .⟨wn, s

n, Sn, fn, F n⟩⟩ ∈ Rw

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را p⟨u⟩ شرط .κ(u) ≥ ∪∪
jw(f

i)(κ(wi)) آن در که u ∈ Si و

دهید: قرار ، lh(u) > ٠ اگر •

p⟨u⟩ = ⟨⟨w٠, s
٠, S٠, f٠, F ٠⟩, ...,

⟨wi−١, s
i−١, Si−١, f i−١, F i−١⟩,

⟨u, si, Si ↾ u, f i ↾ u, F i ↾ u⟩,

⟨wi, u, S
i\u, F i(κ(u,−)), F i⟩,

⟨wi+١, s
i+١, Si+١, f i+١, F i+١⟩, ...,

⟨wn, s
n, Sn, fn, F n⟩⟩

دهید: قرار ، lh(u) = ٠ اگر •

p⟨u⟩ = ⟨wi−١, s
i−١, Si−١, f i−١, F i−١⟩,

⟨u, si, ∅, f i(κ(u)), ∅⟩,

⟨wi, u, S
i\u, F i(κ(u,−)), F i⟩,

⟨wi+١, s
i+١, Si+١, f i+١, F i+١⟩, ...,

⟨wn, s
n, Sn, fn, F n⟩⟩
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ازای به .٢۴ . ٢ . ۴ تعریف

p = ⟨⟨w٠, s
٠, S٠, f٠, F ٠⟩, ..., .⟨wn, s

n, Sn, fn, F n⟩⟩

و

q = ⟨⟨w٠, t
٠, T ٠, g٠, G٠⟩, ..., .⟨wn, t

n, T n, gn, Gn⟩⟩

گوییم: Rw در

باشیم: داشته i ≤ n هر ازای به اگر ͬ باشد، م q از ۴ پریͺری توسیع ͷی p .١

si = ti •

Si ⊆ T i •

f i ≤ gi •

F i ≤ Gi •

ͬ دهیم. م نشان ≤∗ با را توسیع نوع این

که باشند داشته وجود ⟨u⟩ ∈ Si و i ≤ n اگر است، q از یͷ‐نقطه ای توسیع ͷی p .٢

ͬ دهیم. م نشان ≤١ با را توسیع نوع این .p ≤∗ q⟨u⟩

وجود Rw در pn ،...، p٠ اگر است، q از ‐نقطه ای n توسیع ͷی p ، n طبیعͬ عدد ازای به .٣

که باشند داشته

p = pn ≤١ ... ≤١ p٠ = q.

باشد. q از ‐نقطه ای n گسترش p ، n ͷی ازای به اگر ،( p ≤ q است( q از گسترشͬ p .۴

دهید قرار باشد. ͷژنری‐ Rw پالایه ͷی G کنید فرض

C = {κ(s) : ͬ شود م ظاهر p در s ، p ∈ G ͷی ازای به }

کاردینال. ͷی κ و باشد فورسینگ ͷی P کنید فرض .٢۵ . ٢ . ۴ تعریف
۴Prikry Extension
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q ≤ p هر ازای به اگر است، پیش‐چͽال p زیر P از D زیرمجموعه گوییم p ∈ P ازای به .١

.q||d که باشد داشته وجود d ∈ D ͷی ،

هر بزرگ، کافͬ اندازه به θ هر ازای به اگر ͬ باشد، م ۵ ‐سره κ خاصیت دارای P گوییم .٢

.|M| = κ و است بسته κ از کمتر طول با دنباله های Mتحت که P ≻Mشامل H(θ)

باشد. درست زیر گزاره

آنگاه باشد، چͽال q زیر D اگر که طوری به q ≤ p دارد وجود p ∈ P ∩M هر ازای به

است. پیش‐چͽال q زیر D ∩M

ͬ باشد. م κ+ حافظ P آنگاه باشد، ‐سره κ خاصیت دارای P فورسینگ اگر .٢۶ . ٢ . ۴ گزاره

کافͬ اندازه به را θ باشد. V [G] در پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی f : κ −→ κ+ کنید فرض برهان.

باشیم داشته که ͬ کنیم م انتخاب چنان Mرا ≺ H(θ) حال ḟ ∈ H(θ) که ͬ کنیم م اختیار بزرگ

پس κ+ = f ′′κ ⊆M[G] ͬ دهد م نتیجه که f = ḟ [G] ∈ M[G] بنابراین ،M[G] ≺ H(θ)[G]

.|M| = κ که است مطلب این با تناقض در این ولͬ |M[G]| ≥ κ+

.٢ . ٢٧ . ۴ قضیه

دارد. κ.c.c خاصیت Rw .١

ͬ کند. م حفظ را κ+ بنابراین ͬ باشد. م ‐سره κ ، Rw .٢

ͬ ماند. م باقͬ دسترس ناپذیر V [G] در κ .٣

فورسینگ زبان در جمله ͷی σ اگر که معنͬ این به دارد. ۶ پریͺری خاصیت (Rw,≤∗,≤) .۴

.q||σ که دارد وجود q ≤∗ p ͷی p ∈ Rw هر ازای به آنگاه باشد، Rw

ͬ باشد. م κ در بی ͺران و بسته مجموعه ی ͷی C .۵

.[٢۴] و [٢٣] به شود رجوع موارد بقیه اثبات برای ͬ کنیم. م اثبات را ١ مورد برهان.

p = p⌢d ⟨w, s, S, f, F صورت⟨ به را p ∈ A هر باشد. κ++ اندازه از پادزنجیر ͷی A کنید فرض
۵κ-proper
۶Prikry Property
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A در p′ = p⌢d′ ⟨w′, s′, S ′, f ′, F ′⟩ و p = p⌢d ⟨w, s, S, f, F ⟩ عضو دو هر ازای به ͬ دهیم. م نمایش

|V ∗
κ | = κ تعداد به تنها که چرا . s = s′ و pd = pd′ کرد فرض کلیت از شدن کاسته بدون میتوان

همچنین .w = w′ کرد فرض ͬ توان م تعریف به توجه با همچنین دارد. وجود pd و s چون عضو

عضو دو هر ازای به حال .f = f ′ کرد فرض ͬ توان م لذا دارد وجود f چون عضو ٢κ = κ+ تنها

که q = p⌢d ⟨w, s, S ∩ S ′, f, G⟩ دهید قرار p′ = p⌢d ⟨w, s, S ′, f, F ′⟩ و p = p⌢d ⟨w, s, S, f, F ⟩

گسترش q وضوح به دارند. قرار پالایه در آنها که چرا ͬ باشد، م F ′ و F مشترک گسترش G آن در

ͬ باشد. م تناقض که ͬ باشد م p′ و p مشترک

.P/p = {q ∈ P : q ≤ p} کنید تعریف p ∈ P و (P,≤) فورسینگ ازای به

کنید فرض تجزیه) (لم .٢ . ٢٨ . ۴ قضیه

p = ⟨⟨w٠, s
٠, S٠, f٠, F ٠⟩, ..., .⟨wn, s

n, Sn, fn, F n⟩⟩ ∈ Rw

دهید قرار . m < n و

p≤m = ⟨⟨w٠, s
٠, S٠, f٠, F ٠⟩, ..., .⟨wm, s

m, Sm, fm, Fm⟩⟩

و

p>m = ⟨⟨wm+١, s
m+١, Sm+١, fm+١, Fm+١⟩, ..., .⟨wn, s

n, Sn, fn, F n⟩⟩

آنگاه:

نگاشت همچنین . p>m ∈ Rwm و p≤m ∈ Rwm .١

i : Rw/p −→ Rwm/p
≤m × Rw/p

>m

ͬ باشد. م ‐یͺریختͬ ≤∗ هم و ‐یͺریختͬ ≤ هم که دارد وجود

نگاشت ͷی آنگاه ، m+ ١ < n اگر .٢

i : Rw/p −→ Rwm × Col(κ(wm)
+, κ(wm+١))× Rwm/p

>m+١

ͬ باشد. م ‐یͺریختͬ ≤∗ هم و ‐یͺریختͬ ≤ هم که دارد وجود
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.[٢۴] و [٢٣] به کنید نگاه برهان.

صعودی شمارش ͷی ⟨κi : i < κ⟩ کنید فرض بͽیرید. نظر در را G ͷژنری‐ (V,Rw) فیلتر

است شده ظاهر p ∈ G ͷی در s} مجموعه ی از شمارش ͷی u⃗ = ⟨ui : i < κ⟩ و C اعضای از

فرض حال .κ(ui) = κi < κj = κ(uj) باشیم داشته i < j < κ ازای به که طوری به باشد، {s :

ͷژنری‐ (V,Col(κ+i , κi+١)) فیلتر ͷی Fi هر آن در که باشد دنباله ای F⃗ = ⟨Fi : i < κ⟩ کنید

است. آمده دست به G توسط که باشد

.٢ . ٢٩ . ۴ لم

V [G] = V [u⃗, F⃗ ] .١

⟨u⃗↾[α,κ), F⃗ ↾[α,κ)⟩ و ⟨u⃗↾α, F⃗ ↾α⟩ شده تولید پالایه های ، α < κ حدی اردینال هر ازای به .٢

ͬ باشد. م ͷژنری‐ (V,Rw) و ͷژنری‐ (V,Ruα) پالایه های ترتیب به

α آن در که A ∈ V [u⃗↾α, F⃗ ↾α] ،داریم A ∈ V [u⃗, F⃗ ] که A ⊆ γ هر و γ < κ هر ازای به .٣

.γ < κα که لست اردینالͬ کوچͷ ترین

ͬ آوریم. م را ͷی قسمت برهان تنها برهان.

داریم پس دارد، قرار V [G] در ⟨u⃗, F⃗ ⟩ شده تولید پالایه که است واضح F⃗ و u⃗ تعریف از

p ∈ Rw تمام شامل Ḡ ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Ḡ مجموعه ی حال .V [u⃗, F⃗ ] ⊆ V [G]

ͬ باشند: م زیر خواص دارای که ͬ باشد م

.u = uα که دارد وجود α < κ آنگاه باشد، شده ظاهر p در u اگر ،u هر ازای به •

.F ∈ Fα که دارد وجود α آنگاه باشد، شده ظاهر p در F اگر ،F هر ازای به •

است. شده ظاهر q در uα که دارد وجود q ≤ p ، α < κ هر ازای به •

است. شده ظاهر q در f که دارد وجود q ≤ p ، f ∈ Fα هر ازای به و α < κ هر ازای به •

است(رجوع پالایه ͷی Ḡ ͬ شود م دیده سادگͬ به طرفͬ از .G ⊆ Ḡ ∈ V [u⃗, F⃗ ] که است واضح

.V [G] ⊆ V [u⃗, F⃗ ] پس G = Ḡ صورت این در .( [٧] به شود
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λ = κ+i آنگاه . κ٠ < λ < κ و باشد V [G] در تالͬ کاردینال ͷی λ کنید فرض .٢ . ٣٠ . ۴ لم

.i < κ ͷی ازای به

ͬ باشد. م واضح ساختار به توجه با برهان.

ͬ نامیم. م اساسͬ لم را آن اینرو از ͬ کند. م بازی اثبات در را مهمͬ نقش زیر لم

V در پارامترهایی با L∈ زبان در جمله ͷی σ کنید فرض ( [٧] اساسͬ (لم .٢ . ٣١ . ۴ لم

بازه در تالͬ کاردینال های λ′ و λ اگر که، قسمͬ به دارد وجود ξσ < κ کاردینال آنگاه باشد.

(V [G], Col(ω, λ′)) و ͷژنری‐ (V [G], Col(ω, λ)) پالایه های ترتیب به H ′ و H باشند، (ξσ, κ)

.V [G][H ′] |= σ اگر تنها و اگر V [G][H] |= σ آنگاه باشند، ͷژنری‐

داریم ٢ . ٢٩ . ۴ لم از باشد. ͷژنری‐ (V,Rw) پالایه ͷی G و σ ∈ L∈(V ) کنید فرض برهان.

پالایه ͷی H کنید فرض بͽیرید. نظر در ثابت را κ+٠ < λ < κ کاردینال .V [G] = V [u⃗, F⃗ ]

دهید قرار باشد. ͷژنری‐ (V [G], Col(ω, κ٠))

D = {p ∈ Rw : p١ ∥ “V [G][H] |= σ“}

قضیه از p١ وجود که داریم توجه ، p١ ≤∗ ١Rw ، p = p٠ ⌢ p١ که ͬ باشد م شرطͬ p١ آن در که

را p باشد، دلخواه p کنید فرض است. چͽال Rw در D ͬ دهیم م نشان ͬ آید. م دست به ٢ . ٢٨ . ۴

که دارد وجود q١ ≤∗ p١ لذا دارد پریͺری خاصیت Rw چون ͬ نویسیم. م p = p⌢٠ p١ صورت به

q١||V [G][H] |= σ′′

کنید فرض حال ͬ باشد. م چͽال D لذا . q ∈ D و q ≤∗ p بنابراین q = p⌢٠ q١ دهید قرار حال

.ξσ = κ+ασ
دهید قرار . p٠ ∈ Ruασ

که دارد وجود ασ < κ بنابراین ، p = p٠ ⌢ p١ ∈ G ∩D

با باشد. تالͬ کاردینال ͷی ξσ < λ < κ کنید فرض ͬ کند. م ارضا را لم حͺم ξσ ͬ دهیم م نشان

(V [G], Col(ω, λ)) پالایه ازای به .λ = κ+α که دارد وجود ασ < α < κ ٢ . ٣٠ . ۴ لم از استفاده

داریم H ͷژنری‐

V [G][H] = V [u⃗, F⃗ ][H] = V [u⃗↾α, F⃗ ↾α][Fα][u⃗↾[α+١,κ), F⃗ ↾[α+١,κ)][H]



٨١ اصلͬ قضیه برهان .٢ . ۴

طرفͬ از

Rw ∗ Ċol(ω, λ) ≈ Rw × Col(ω, λ)

داریم بنابراین

V [G][H] = V [u⃗↾α, F⃗ ↾α][Fα][H][u⃗↾[α+١,κ), F⃗ ↾[α+١,κ)]

Ruα × Ċol(λ, κα+١)× Ċol(ω, λ) توسط V از ͷژنری مدل ͷی V [u⃗↾α, F⃗ ↾α][Fα][H] بنابراین

بنابراین ͬ پاشد، م فرو ω روی را κα+١ و ͬ باشد م κα+١ اندازه از فورسینگ این چون ͬ باشد. م

‐ (V,Col(ω, κα+١)) پالایه بنابراین .Ruα × Ċol(λ, κα+١) × Ċol(ω, λ) ≈ Col(ω, κα+١)

که دارد وجود K ͷژنری

V [u⃗↾α, F⃗ ↾α][Fα][H] = V [K]

پس

V [G][H] = V [K][u⃗↾[α+١,κ), F⃗ ↾[α+١,κ)] = V [u⃗↾[α+١,κ), F⃗ ↾[α+١,κ)][K]

بنابراین دارد، قرار ⟨u⃗↾[α+١,κ), F⃗ ↾[α+١,κ)⟩ توسط شده تولید پالایه در p٠ چون

V [G][H] = V [u⃗↾[α+١,κ), F⃗ ↾[α+١,κ)][K] |= σ

اگر، وتنها اگر

p٠ ⊩ “ V [G][H] |= σ ”

ͬ رساند. م پایان به را اثبات این و

اصلͬ قضیه برهان اتمام

هر ازای به باشد. Sent(L∈) از شمارشͬ ͷی ⟨ϕn : n < ω⟩ کنید فرض .۶ . ١ . ۴ قضیه برهان

کنید فرض n < ω

σn ≡ “ Vκ |= ϕn ”



٨٢ S۵ فرای .۴

N = Vκ[G][H٠] دهید قرار است. بزرگتر sup
n<ω

ξσn از که باشد C از تالͬ عضو ͷی λ٠ کنید فرض

مدلͬ همان N ͬ دهیم م نشان ͬ باشد. م ͷژنری‐ (Vκ[G], Col(ω, λ٠)) پالایه ͷی H٠ که جایی

هستیم. دنبالش به که است

ͷژنری‐ (N,Col(ω, λ)) که H پالایه هر و N در λ تالͬ کاردینال هر ، n < ω هر ازای به

داریم: ͬ باشد، م

N |= ϕn ⇐⇒ V [G][H٠] |= “Vκ |= ϕn” (١)

⇐⇒ V [G][H٠][H] |= “Vκ |= ϕn” (٢)

⇐⇒ Vκ[G][H٠][H] |= ϕn (٣)

⇐⇒ N [H] |= ϕn. (۴)

تضمین که ١ . ٢ . ٣١ قضیه و اساسͬ لم به توجه با (٢) ͬ باشد، م برقرار N تعریف به توجه با (١)

ͬ باشند. م واضح نیز (۴) و (٣) .Col(ω, λ٠)× Col(ω, λ) ≈ Coll(ω, λ) ͬ کند م
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Abstract
In this thesis, we consider the interaction between forcing and modal logic. The

thesis is based on some original papers of Joel Hamkins, Benedikt Löwe and Moham-
mad Golshani.
After giving the essential materials of set theory and modal logic, in chapter 2 we
focuse on the topic “Modal Logic of Forcing” introduced by Hamkins and Löwe. In
particular we show that the modal logic of the class of all forcing notions is S4 · 2.
Furthermore, we consider various versions of this theorem by determining the modal
logic of several classes of forcing notions.
Chapter 3 is filled up with the maximality principles introduced by Hamkins. We give
new proofs of Hamkins’ theorems which are much simpler than the orginal proofs and
avoid the use of iterated forcing. In addition, we introduce a new maximality principle
that is stronger than a maximality principle introduced by Hamkins and Woodin. We
also show that to have this principle as an axiom, the existance of a weakly compact
cardinal κ such that Vκ ≺ V is necessary.
Chapter 4 deals with a theorem of Mohammad Golshani, in direction to answering
a question of Hamkins and Löwe. The proof of the main theorem deeply uses Radin
forcing, a complicated powerful technique of set theory.
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